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论实变函数第一堂课的相关问题及作用 ①

唐古生
（湖南科技大学 数学系，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：实变函数课程是数学分析的一门后继课程，它是数学分析理论的深化和继续，也是学生学习泛函分析、概率
论、拓扑学、偏微分方程、调和分析和分形理论等现代数学的基础，因此具有承上启下的作用。但该课程相对数学分析等

基础课程，在概念和方法上都有较大飞跃，更加抽象和更加理论化。实变函数一向被认为是数学专业本科阶段最难学的

课程之一，许多数学本科学生都对这门课程望而生畏，所以如何克服学生的恐惧心理，激发学生学习兴趣，上好第一堂

课，往往具有决定性的作用。
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　　由于实变函数的高度抽象和概括，使得这门课程在

学生心目中有一种先入为主的恐惧心理，因而在第一堂

课上不能急于进行正式内容的教学活动，而应着重介绍

实变函数论课程的内容框架、发展历史、以及要达到的目

的，阐述该课程的基本特点。实变函数论是在集合论与

Ｒｉｅｍａｎ积分的基础上产生和发展起来的，许多性质、概

念、定义与数学分析有着相似之处，但在很多方面有着质

的飞跃。对于实变函数的学习，第一堂课中回顾数学分

析中 Ｒｉｅｍａｎ积分的缺陷，找出 Ｒｉｅｍａｎ积分的缺陷的根

源，从而分析对症下药的方法，指出拓展 Ｒｉｅｍａｎ积分所

需的理论准备，展望 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分的优越性会激发学生

对实变函数的学习兴趣。

１　分析数学分析中Ｒｉｅｍａｎ积分的缺陷
实变函数的核心是推广Ｒｉｅｍａｎ积分建立 Ｌｅｂｓｇｕｅ积

分，因而作为教师应清楚数学分析中 Ｒｉｅｍａｎｎ积分的概

念，应善于从概念中分析引导起缺陷。

设ｆ（ｘ）定义于区间［ａ，ｂ］上的有界实值函数。在区

间［ａ，ｂ］上作分划

Ｔ：ａ＝ｘ０ ＜… ＜ｘｉ－１ ＜ｘｉ… ＜ｘｎ ＝ｂ

对每个ｉ，令

ｍｉ＝ｉｎｆ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈ ［ｘｉ－１，ｘｉ］｝，Ｍｉ＝ｓｕｐ｛ｆ（ｘ）：ｘ∈
［ｘｉ－１，ｘｉ］｝

Ｅ［ｙｉ－１≤ｆ＜ｙｉ］＝｛ｘ∈Ｅ：ｙｉ－１≤ｆ（ｘ）＜ｙｉ｝

令λ＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
｛ｘｉ－ｘｉ－１｝，取ξｉ∈［ｘｉ－１，ｘｉ］，定义ｆ（ｘ）

在［ａ，ｂ］上的Ｒｉｅｍａｎ积分为

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

λ→０
∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ

从而ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上Ｒｉｅｍａｎ可积的充要条件是：

ｌｉｍ
λ→０
∑
ｎ

ｉ＝１
（Ｍｉ－ｍｉ）Δｘｉ＝０

这样为保证ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上可积，ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上

的不连续点不能太多。正因 Ｒｉｅｍａｎｎ积分对被积函数的

连续性要求太强，这个定义及由此产生的有关积分理论

存在一系列缺陷：

（１）黎曼意义下可积的函数类范围太小。典型的不

Ｒ可积的例子如：

例题１）：Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ函数：

Ｄ（ｘ）＝
１，ｘ为［０，１］中的有理数

０，ｘ为［０，１］{
中的无理数

例题２）：ｆ（ｘ）＝
１

槡ｘ
，ｘ∈（０，１］

０，ｘ＝
{

０

这样的简单函数却不是Ｒ（常义）可积的。

（２）Ｒ积分与极限可交换顺序的条件太苛刻。在数

学分析中，交换函数列极限与积分的顺序，需要函数列一

致收敛的条件来保证，而能够达到一致收敛条件的函数

列并不多，并且一致的条件也难以验证。
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例题３）：ｆｎ（ｘ）＝
１　ｘ∈ ｒ０，ｒ１，…，ｒ{ }

ｎ

０　ｘ∈Ｉ＼ｒ０，ｒ１，…，ｒ{ }{
ｎ

Ｄ（ｘ）＝
１　ｘ∈Ｑ∩Ｉ

０　ｘ∈Ｐ∩{ Ｉ
，则 ｆｎ（ｘ）→ Ｄ（ｘ）（ｎ→＋

∞），∫
１

０
ｆｎ（ｘ）ｄｘ＝０，但Ｄ（ｘ）不可积，故 ｌｉｍｎ→∞∫

１

０
ｆｎ（ｘ）ｄｘ≠

∫
１

０
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｘ）ｄｘ

（３）积分运算不完全是微分运算的逆运算。由微积

分基本定理，我们知道可微函数的导数再积分能够得到

原函数，但是已证明一个可微的函数求导以后可以不是

Ｒｉｅｍａｎｎ可积的［１］。

（４）数学分析中，Ｒ可积的充要条件没有用函数本身

的性质来刻画，而用函数自身性质刻画的可积的充分条

件又过于苛刻。

以上几点表明，Ｒｉｅｍａｎｎ积分有不少缺陷，限制了Ｒｉｅ

ｍａｎｎ积分的应用，因此有必要加以改进。２０世纪初，法国数

学家Ｌｅｂｅｓｇｕｅ（１８７５－１９４１）创建了一种新的积分理论，称之

为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分，Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分理论是Ｒｉｅｍａｎｎ积分理论的

推广和发展。并且克服了Ｒｉｅｍａｎｎ积分的上述缺陷［２］。

２　分析改进Ｒｉｅｍａｎ积分的思路
如何改造积分定义来达到拓广积分范围的目的呢？

让我们先分析一下造成这一缺陷的根本原因。由数学分

析知：对任意分划

Ｔ：ａ＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜… ＜ｘｎ ＝ｂ

对于例题１）由正长度的区间内既有有理数又有无理

数，所以恒有：

Ｓ（Ｔ，Ｄ）－ｓ（Ｔ，Ｄ）＝１－０＝１

如果分划不是这样刻板地要求一定要从左到右分成

区间的话，是有可能满足大小和之差任意小的。比如，只

要允许将有理数分在一起，将无理数分在一起，那么大小

和之差就等于零了。这就是问题的着眼点，首先让分化

概念更加广泛，更加灵活，从而可将函数值接近的分在一

起以保证大小和之差任意小［１］。

对于例题２），将区间 ［０，１］等分成 ｎ等份，取 ξ１ ＝

１
ｎ４
∈［０，１ｎ］，则

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ≥ξ１·Δｘ１＝

１
１
ｎ槡４

１
ｎ＝ｎ→＋∞（λ→０）

导致如此的原因，是在一个微小的区间内，函数值的

变化太大。

３　引导学生感知数学新理论体系建立的奥妙
通过这一部分的分析，使学生感受到数学建立一套

新的理论体系，需要环环相扣的理论准备。理论的严谨

性是数学的妙趣之所在。

设ｆ（ｘ）为［ａ，ｂ］上的有界实值函数。前面已经提

到，为使ｆ（ｘ）在 ［ａ，ｂ］上 Ｒｉｅｍａｎｎ可积，必须使 Ｍｉ－ｍｉ
比较大的那些小区间的长度之和很小，或者应使函数是

在一个微小的区间内，函数值的变化不太大。这样那些

在很多地方振幅很大的函数或在微小范围内变化很大的

就不可积了。为了使得更多连续性不好，函数值在微小

范围内函数值变化很大的函数也可积，法国数学家Ｌｅｂｅｓ

ｇｕｅ提出了一种新的积分思想，主要想法就是不从分割区

间［ａ，ｂ］着手，而是从分割函数的值域出发［３］。为简单

计，这里只考虑 ｆ（ｘ）≥ ０的情况。设 ｆ（ｘ）定义于区间

Ｅ＝［ａ，ｂ］上，ｍ＜ｆ（ｘ）＜Ｍ。在区间［ｍ，Ｍ］作分划

Ｔ：ｍ＝ｙ０ ＜… ＜ｙｉ－１ ＜ｙｉ… ＜ｙｎ ＝Ｍ

记

Ｅ［ｙｉ－１≤ｆ＜ｙｉ］＝ ｘ∈Ｅ：ｙｉ－１≤ｆ（ｘ）＜ｙ{ }
ｉ

令 λ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｙｉ－ｙｉ－{ }
１ ，定义 ｆ（ｘ）的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积

分为

（Ｌ）∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ｌｉｍ

λ→０
∑
ｎ

ｉ＝１
ｙｉ－１ｍ（Ｅ［ｙｉ－１≤ｆ＜ｙｉ］）

（如果极限存在）。这样定义积分的好处在于，函数

值的变化不大的自变量 ｘ已置于一个集合 Ｅ［ｙｉ－１≤ ｆ＜

ｙｉ］之中。在该集合中，ｆ（ｘ）的振幅小于 λ，因此很多连

续性不好的函数（例如Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ函数）或在微小范围内函

数值变化很大的函数对于上述和式极限不存在的缺陷就

有可能克服，从而让更多函数纳入可积范畴。但是按照

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ的方式定义积分首先要扫除一个障碍，就是必

须使 ｘ∈Ｅ：ｙｉ－１≤ｆ（ｘ）＜ｙ{ }
ｉ 可以量长度。但是一般

情况下， ｘ∈Ｅ：ｙｉ－１≤ｆ（ｘ）＜ｙ{ }
ｉ 不是区间，甚至也不

是有限个不相交区间的并。为此必须将普通长度公理加

以推广，使直线上比区间更一般的尽可能多的集，有一种

类似于区间长度的度量。这导致了 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度理论的

建立。由于测度理论要经常地遇到集的运算和欧氏空间

上的各种点集，因此本课程首先要介绍集合论和欧氏空

间上集论的知识。因此本课程首先要介绍集合论和欧氏

空间上点集的知识，然后介绍测度理论［４］。由于Ｌｅｂｅｓｇｕｅ

测度理论并不能给直线上的每个集定义测度，只能对一

部分集即所谓“可测集”给出测度，因此要定义 ｆ（ｘ）的

Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积 分，必 须 要 求 由 ｆ（ｘ） 产 生 的 型 如

ｘ∈Ｅ：ｙｉ－１≤ｆ（ｘ）＜ｙ{ }
ｉ 的集是可测集，这样的函数称

为可测函数，只有对可测函数才能定义新的积分。因此

在定义Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分之前，需要讨论可测函数的性质。

作了这些准备后，就可以定义Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分并讨论Ｌｅｂｅｓ

ｇｕｅ积分的性质及其应用。

６２
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４　激发学生强烈的求知欲望
在测度理论的基础上建立的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分理论到底

有何优越性？由于学生学识所限，不必过于讲的详细与

深奥，我们只需给出以下几点，足可让学生感到惊奇，激

发学生的强烈求知欲望。

（１）得到了用函数本身性质刻画 Ｒｉｅｍａｎｎ可积的充

要条件，函数 Ｒｉｅｍａｎｎ可积的充要条件是不连续的点所

构成的集合是一个零测集。

（２）极限与积分交换要求相对没有这么强，Ｒｉｅｍａｎｎ

积分要求一致收敛，而 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分只要有一个控制收

敛定理保证。

（３）得到的Ｆｕｂｎｉ定理，可以使得累次积分交换积分

次序可以在非常宽松的条件下实现。

（４）函数作为一个距离空间的完备性，Ｒｉｅｍａｎｎ可积

类的函数序列极限可能不是 Ｒｉｅｍａｎｎ可积的，也就是基

本点列的极限不在其中，而 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ可积类构成的函数

空间（当然其中的点应该换成为是几乎处处相等的函数

类）是完备的距离空间［５］。

由此看出，法国数学家 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ在测度基础上建立

的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分，弥补了 Ｒ积分的诸多不足。实变函数

论一方面可以为以后的数学学习和数学思维能力的培养

奠定坚实的理论基础，另一方面可以再返回去温习数学

分析Ｒｉｅｍａｎ积分、重积分、级数收敛的基本理论，加强自

身数学分析的理论功底［６］。通过以上分析与介绍，学生

们会尽管觉得艰难与深奥，但在看到 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分能如

此极大的推进Ｒｉｅｍａｎｎ积分理论与克服 Ｒｉｅｍａｎｎ积分的

缺陷时，会极大增强他们的求知欲望，使他们觉得有勇气

也有憧憬深入研究与学习这一门课程。
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