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复数教学中学生创新思维能力的培养 ①

李重庚
（湘潭教育学院，湖南 湘潭４１１１００）

摘　要：通过４道例题，诠释复数教学中要求数学结论的叙述必须精炼、准确，对结论的推理论证周密而有条理；引
导学生一题多解，一题多变，一题多用；课本中不少习题是某一问题的特例，教学时适当引伸推广，寻找一套规律，可以激

发学生的学习兴趣；复数中有着数形结合的特征，教学时应引导学生仔细观察、联想，挖掘题目的隐含条件，找到解题思

路获得最佳解法。通过对学生创新思维能力的培养，让师生体会人类理性思维在数系扩充中的作用，进一步明确复数的

代数表示法及其几何意义。
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　　复数是高中数学选修内容中涉及面广、知识跨度大

的内容，它与代数、几何、三角等有着密切的联系，是数学

教学中的难点问题。通过复数案例教学，能培养学生严

谨的思维能力、发散思维能力、创造思维能力、观察与联

想思维能力。

１　培养严谨的思维能力
严谨性是数学学科的特点，它要求数学结论的叙述

必须精炼、准确，对结论的推理论证周密而有条理。因此

在教学时，可有意识地布置“陷阱”，来培养学生严谨的创

新思维能力。

例１：已知｜Ｚ｜＝１，且Ｚ（Ｚ４＋１）＝１，求复数Ｚ［１］。

解：（这是教学中大多数学生采用的）

把Ｚ（Ｚ４＋１）＝１转化为 Ｚ５ ＝１－Ｚ，两边取模为

｜Ｚ５｜＝｜１－Ｚ｜，即：｜１－Ｚ｜＝１。

令Ｚ＝ｘ＋ｙｉ（ｘ，ｙ∈ Ｒ），代入上式，并利用ｘ２＋ｙ２＝

１得Ｚ１ ＝
１
２＋

槡３
２ｉ，Ｚ２ ＝

１
２－

槡３
２ｉ。

评析：此题解答所得的结果是正确的，但在解题过程

中，采取了等式两边取模的做法值得考虑，这种做法不都

是正确的。因为在一个等式两边取模所得的等式与原等

式一般是不等价的，如：ｘ＋ｙｉ＝３＋４ｉ与 ｜ｘ＋ｙｉ｜＝｜３

＋４ｉ｜是不等价的，前者仅表示点（３，４），而后者表示以０

为圆心，５为半径的圆。

错误原因：在上述解答过程中，由Ｚ５ ＝１－Ｚ两边同

时取模 ｜Ｚ｜５ ＝｜１－Ｚ｜，忽视了方程变形中的等价性，

事实上，Ｚ５ ＝１－Ｚ是｜Ｚ｜５＝｜１－Ｚ｜成立的充分而

非必要条件。故易产生增根。因此，所求的结果是否合乎

题意，需经检验方可确认。若将原题改为：已知 ｜Ｚ｜＝１，

且Ｚ（Ｚ６＋１）＝１，求复数Ｚ。按上述方法，同样可求得：

Ｚ１ ＝
１
２＋

槡３
２ｉ，Ｚ２ ＝

１
２－

槡３
２ｉ

但经检验不合要求。

解１：令Ｚ＝ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ，θ∈ （０，２π），代入Ｚ（Ｚ６

＋１）＝１得

（ｃｏｓ７θ＋ｃｏｓθ）＋ｉ（ｓｉｎ７θ＋ｓｉｎθ）＝１

即２ｃｏｓ４θ·ｃｏｓ３θ＋ｉ２ｓｉｎ４θ·ｃｏｓ３θ＝１

故有：ｃｏｓ４θ·ｃｏｓ３θ＝ １２ （１）

∴ｃｏｓ３θ≠０　ｓｉｎ４θ＝０

ｓｉｎ４θ·ｃｏｓ３θ＝０

∴θ＝０，π４，
３
４π，

５π
４，
７π
４，分别代入（１）式，均不满

足。

∴ 所求的Ｚ不存在。

解２：由原式的Ｚ（Ｚ６＋１）＝１，则Ｚ７＝１－Ｚ，两边取

模为：｜Ｚ｜７ ＝｜１－Ｚ｜｜１－Ｚ｜＝１。

令 Ｚ＝ｘ＋ｙｉ（ｘ，ｙ∈ Ｒ）代入上式，并利用ｘ２＋ｙ２＝

１，得
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Ｚ１ ＝
１
２＋

槡３
２ｉ，Ｚ２ ＝

１
２－

槡３
２ｉ

对比上述两种解法，解２的错误不言自明。

２　培养发散思维能力
发散思维是一种不依常规寻求变异，多方面寻求答

案的一种思维形式。在复数教学中，引导学生一题多解，

一题多变，一题多用可以培养学生的发散思维能力。

例２：已知复数Ｚ１、Ｚ２满足｜Ｚ１｜＝｜Ｚ２｜＝１，且｜Ｚ１

－Ｚ２｜＝槡２，求｜Ｚ１＋Ｚ２｜的值
［２］。

解１：设Ｚ１ ＝ａ＋ｂｉ，Ｚ２ ＝ｃ＋ｄｉ，（ａ、ｂ、ｃ、ｄ∈Ｒ），

则有ａ２＋ｂ２ ＝１，ｃ２＋ｄ２ ＝１，且（ａ－ｃ）２＋（ｂ－ｄ）２

＝２

∴ ａｃ＋ｂｄ＝０

∴ （ａ＋ｂ）２＋（ｂ＋ｄ）２＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｄ２＋２（ａｃ＋

ｂｄ）＝２

∴｜Ｚ１－Ｚ２｜＝槡２

解２：设Ｚ１ ＝ｃｏｓθ１＋ｉｓｉｎθ１，Ｚ２ ＝ｃｏｓθ２＋ｉｓｉｎθ２，θ１，

θ２∈（０，２π），

则 有 （ｃｏｓθ１ － ｃｏｓθ２）
２＋ （ｓｉｎθ１ － ｓｉｎθ２）

２ ＝

２　∴ｃｏｓ（θ１－θ２）＝０

∴（ｃｏｓθ１＋ｃｏｓθ２）
２＋（ｓｉｎθ１－ｓｉｎθ２）

２ ＝２，即

｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝槡２

解３：因 ｜Ｚ１｜
２＋｜Ｚ２｜

２＝２，｜Ｚ１－Ｚ２｜
２ ＝２，

故有｜Ｚ１｜
２＋｜Ｚ２｜

２＝｜Ｚ１－Ｚ２｜
２，如图１所示。

设Ｚ１，Ｚ２对应的点分别为Ａ、Ｂ，

则有　｜ＯＡ｜２＋｜ＯＢ｜２ ＝｜ＡＢ｜２

∴△ＡＯＢ为等腰直角三角形。又｜Ｚ１＋Ｚ２｜是以ＯＡ、

ＯＢ为边的平行四边形的对角线ＯＣ，而这个平行四边形是

正方形。

故 ｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝｜ＯＣ｜＝｜ＡＢ｜＝槡２

图１

解４：由Ｚ１．Ｚ１＝｜Ｚ１｜
２＝１，Ｚ２．Ｚ２＝｜Ｚ２｜

２＝１，

与（Ｚ１－Ｚ２）（Ｚ１－Ｚ２）＝｜Ｚ１－Ｚ２｜
２ ＝２，及Ｚ１Ｚ２＋Ｚ２

Ｚ１ ＝０，与 （Ｚ１＋Ｚ２）（Ｚ１＋Ｚ２）＝Ｚ１·Ｚ１＋Ｚ２·Ｚ２＋Ｚ１

·Ｚ２＋Ｚ２·Ｚ１ ＝１＋１＋０＝２，

∴｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝槡２

解５：∵｜Ｚ１＋Ｚ２｜
２＋｜Ｚ１－Ｚ２｜

２＝２｜Ｚ１｜
２＋

２｜Ｚ２｜
２

∴｜Ｚ１＋Ｚ２｜
２ ＝２＋２－２＝２

∴｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝槡２

解６：由题设，得 Ｚ１
Ｚ２
＝１， Ｚ１

Ｚ２
－１ ＝

Ｚ１－Ｚ２
Ｚ２

＝槡２

故
Ｚ１
Ｚ２
在复平面内所对应的点是圆ｘ２＋ｙ２＝１与（ｘ

－１）２＋ｙ２ ＝２的交点，易求得交点坐标为（０，±１）。

故Ｚ１ ＝±ｉＺ２

∴｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝槡２

解７：因 ｜Ｚ１｜＝｜Ｚ２｜＝１，如图２所示，设Ｚ１、Ｚ２对

应的点分别为Ａ、Ｂ，则Ａ与Ｂ在以原点为圆心，１为半径的

圆Ｏ上，作 Ａ关于 Ｏ的对称点 Ｐ，则点 Ｐ对应的复数为

－Ｚ１，且线段ＡＰ是圆Ｏ的直径，故∠ＡＢＰ＝９０°，由勾股

定理得：

｜ＡＰ｜２ ＝｜ＡＢ｜２＋｜ＰＢ｜２

即　｜Ｚ１－Ｚ２｜
２＋｜Ｚ１＋Ｚ２｜

２ ＝２２

∴｜Ｚ１＋Ｚ２｜
２ ＝２，即｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝槡２

图２

通过上述多种解法，学生的发散思维能力得到了提

高。同时，趁热打铁，得到以下一些好的变式题，使学生

的发散思维能力得到进一步提高。

（１）设复数Ｚ１、Ｚ２满足｜Ｚ１｜＝｜Ｚ２｜＝１，且｜Ｚ１－

Ｚ２｜＝槡２，求Ｚ１／Ｚ２。

（２）设复数Ｚ１、Ｚ２满足｜Ｚ１｜＝｜Ｚ２｜＝１，且｜Ｚ１－

Ｚ２｜＝槡２，求证Ｚ１／Ｚ２为纯虚数。

（３）设复数Ｚ１、Ｚ２满足｜Ｚ１｜＝｜Ｚ２｜＝１，且｜Ｚ１－

Ｚ２｜＝槡２，求证对任意实数ａ，恒有｜Ｚ１－ａＺ２｜＝｜ａＺ２＋

Ｚ１｜。
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（４）设复数 Ｚ１、Ｚ２在复平面内对应的点为 Ａ、Ｂ，且

｜Ｚ１｜＝｜Ｚ２｜＝１，｜Ｚ１－Ｚ２｜＝槡２，求证△ＡＯＢ为直角

三角形。

３　培养创造思维能力
复数教学中，有不少习题是某一问题的特例，教学时

适当引伸推广，寻找一套规律，可以激发学生的学习兴

趣，并培养其探究的创造能力。

例３：已知Ｚ１、Ｚ２∈Ｃ，且Ｚ１·Ｚ２ ＝０，求证Ｚ１、Ｚ２中

至少有一个是０。

把此题推广得：设 Ｚ１，Ｚ２……Ｚｎ ∈ Ｃ，且 Ｚ１·

Ｚ２………Ｚｎ＝０，则Ｚ１、Ｚ２……Ｚｎ中是否至少也有一个是

０？

探索：

∵ ｜Ｚ１·Ｚ２…Ｚｎ｜＝｜Ｚ１｜·｜Ｚ２｜……｜Ｚｎ｜，又Ｚ１·

Ｚ２……Ｚｎ ＝０

∴ ｜Ｚ１·Ｚ２……Ｚｎ｜＝０

∴ ｜Ｚ１｜＝０或 ｜Ｚ２｜＝０或 ｜Ｚｎ｜＝０，由复数模的

几何意义得Ｚ１ ＝０或Ｚ２ ＝０或Ｚｎ ＝０

故Ｚ１，Ｚ２，Ｚｎ中至少有一个为０。

归纳得：

命题：设Ｚ１，Ｚ２，……Ｚｎ∈Ｃ，则Ｚ１·Ｚ２……Ｚｎ中至少

有一个是０充要条件是 Ｚ１·Ｚ２……Ｚｎ ＝０，运用上述命

题，可解答下列一些问题［３］：

（１）已知Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３∈Ｃ，且Ｚ１＋Ｚ２＋Ｚ３＝
１
Ｚ１＋

１
Ｚ２
＋

１
Ｚ３
＝１，求证：Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３中至少有一个复数是１。

（２）已知 Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３ ∈ Ｃ，且 １
Ｚ１
＋ １Ｚ２

＋ １Ｚ３
＝

１
Ｚ１＋Ｚ２＋Ｚ３

，证明：三个复数 Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３分别对应的向量

ＯＺ→ １，ＯＺ
→
２，ＯＺ
→
３中至少有两个向量的和必为０。

（３）已知Ｚ１，Ｚ２∈Ｃ，Ｚ
２
１＋Ｚ

２
２＝０，则复数Ｚ１及Ｚ２对

应的向量ＯＺ→ １与ＯＺ
→
２所在的直线相互垂直，且｜ＯＺ

→
１｜＝｜

ＯＺ→ ２｜。

４　培养观察与联想思维能力
由于复数中有着数形结合的特征，在教学时，应引导

学生仔细观察，联想，挖掘题目的隐含条件，找到解题思

路获得最佳解法。

例４：已知Ｚ１与Ｚ２是非零复数，且｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝｜Ｚ１

－Ｚ２｜，求证：（
Ｚ１
Ｚ２
）２一定是负数［４］。

本题若按常规解法，设 Ｚ１，Ｚ２为代数形式，或三角形

式，计算较繁，不可取。

若引导学生观察题目的条件和结论的形式，从条件

｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝｜Ｚ１－Ｚ２｜作变式进行整体处理则可化繁

为简，化难为易。

分析：要证（
Ｚ１
Ｚ２
）２ ＜０，观察条件，因为 Ｚ２是非零复

数，故可将｜Ｚ１＋Ｚ２｜＝｜Ｚ１－Ｚ２｜转化为
Ｚ１
Ｚ２
＋１ ＝

Ｚ１
Ｚ２
－１，然后引导学生从不同角度去观察与联想。

方法１：（联想Ｚ·Ｚ＝｜Ｚ｜２）对等式两边平方为：

（
Ｚ１
Ｚ２
＋１）［（

Ｚ１
Ｚ２
）＋１］＝（

Ｚ１
Ｚ２
－１）［（

Ｚ１
Ｚ２
）－１］整理

得：

Ｚ１
Ｚ２
＋（
Ｚ１
Ｚ２
）＝０，由此可知

Ｚ１
Ｚ２
为纯虚数（

Ｚ１
Ｚ２
≠０）

∴（
Ｚ１
Ｚ２
）２一定是负数。

方法２：（联想复数的几何意义）

∵ Ｚ１
Ｚ２
＋１ ＝

Ｚ１
Ｚ２
－１，

∴
Ｚ１
Ｚ２
的轨迹是与点（－１，０）（１，０）等距离的点集，显

然是ｙ轴（除去原点），即
Ｚ１
Ｚ２
为纯虚数。

∴（
Ｚ１
Ｚ２
）２一定是负数。

方法３：（联想复数模的有关概念）设
Ｚ１
Ｚ２
＝ｘ＋ｙｉ（ｘ，ｙ

∈Ｒ），

由模的定义可得：（ｘ＋１）２＋ｙ２ ＝（ｘ－１）２＋ｙ２

∴Ｘ＝０（ｙ∈Ｒ），但
Ｚ１
Ｚ２
≠０，∴ｙ≠０

∴
Ｚ１
Ｚ２
为纯虚数　 ∴（

Ｚ１
Ｚ２
）２一定是负数。
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