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卷积公式的妙用 ①

胡杨利，李应求，赵晓芹
（长沙理工大学 数学与计算科学学院，湖南 长沙４１０００４）

摘　要：在处理二维连续型随机变量函数的分布时，卷积公式不仅可用于求两个独立随机变量和的概率密度函数，还
可用于求两个独立随机变量线性和的概率密度函数。
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　　概率论与数理统计是普通高校经济管理类和工科类

专业的一门重要公共基础课．对这些非数学专业的学生来

说，处理二维连续型随机变量函数的分布是一大难点，因

为部分学生的二重积分不熟练，计算容易出错．很多教材

在处理独立随机变量和的分布时，都介绍了卷积公式：借

助一重积分，直接根据两个相互独立的随机变量的概率密

度函数求出其和的概率密度函数，从而简化计算．

卷积公式 设Ｘ、Ｙ是两个独立的连续型随机变量，概

率密度函数分别为ｆＸ（ｘ）和ｆＹ（ｙ），则其和Ｚ＝Ｘ＋Ｙ的概

率密度函数为

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｚ－ｘ）ｄｘ （１）

＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｚ－ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ． （２）

虽然卷积公式针对的是两个独立随机变量直接求和

的情形，但它一样可以巧妙地用于计算两个独立随机变量

线性和的概率密度函数．

例１　设二维连随机变量（Ｘ，Ｙ）的联合概率密度函数

为

ｆ（ｘ，ｙ）＝
２ｅ－ｘ－２ｙ，ｘ＞０，ｙ＞０，

０，其它{
，

令Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ，求ｆＺ（ｚ）．

求解此题常用的方法是先求 Ｚ的分布函数，再求其概

率密度函数，但在求 Ｚ的分布函数时，须利用二重积分计

算．在此，我们尝试利用卷积公式解此题．

解法一　经过计算，ｆＸ（ｘ）＝
ｅ－ｘ，ｘ＞０

０，{
其它

，ｆＹ（ｙ）＝

２ｅ－２ｙ，ｙ＞０

０，{
其它

．

显然，对任意的 ｘ，ｙ，ｆＸ（ｘ）ｆＹ（ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ），即 Ｘ、Ｙ独

立．由卷积公式（２），

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｚ－２ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ．

因为ｆＸ（ｚ－２ｙ）ｆＹ（ｙ）＞０ｙ＞０，ｚ－２ｙ＞００＜ｙ＜

ｚ／２，所以ｚ＞０时，

ｆＺ（ｚ）＝∫
ｚ／２

０
ｅ－（ｚ－２ｙ）·２ｅ－２ｙｄｙ＝∫

ｚ／２

０
２ｅ－ｚｄｙ＝ｚｅ－ｚ，

即 ｆＺ（ｚ）＝
ｚｅ－ｚ，ｚ＞０，

０，ｚ≤０{ ．

在此解法中，Ｘ、Ｙ独立，虽然不是求 Ｘ＋Ｙ的分布，而

要求Ｘ＋２Ｙ的分布，用ｙ表示Ｙ的取值，将２Ｙ看作一个整

体，根据Ｚ＝Ｘ＋２Ｙ，直接用ｚ－２ｙ来表示Ｘ的取值，从而

套用卷积公式（２）一样得到了以上正确答案．

以下介绍两个定理，分别见文献［１］，Ｐ１３８，引理 ３．１

和文献［２］，Ｐ１１８，定理２．６．１．

定理１　设随机变量Ｘ、Ｙ相互独立，若ｇ（ｘ）、ｈ（ｘ）是

两个连续或逐段连续的函数，则ｇ（Ｘ）与ｈ（Ｙ）相互独立．

定理２　设随机变量Ｘ的概率密度函数为 ｆＸ（ｘ），ｙ＝

ｇ（ｘ）严格单调，且反函数ｇ－１（ｙ）有连续的导数，那么Ｙ＝
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ｇ（Ｘ）为连续型随机变量，且

ｆＹ（ｙ）＝ｆＸ（ｇ
－１（ｙ））·｜（ｇ－１（ｙ））′｜，α＜ｙ＜β，

其中，α＝ｍｉｎ（ｇ（－∞），ｇ（＋∞）），β＝ｍａｘ（ｇ（－

∞），ｇ（＋∞））．

解法二　由于Ｘ、Ｙ独立，由定理１，Ｘ与２Ｙ独立．设ω

＝ｇ（ｙ）＝２ｙ，显然 ω ＝ｇ（ｙ）满足定理 ２的条件，且

ｇ－１（ｙ）＝ω／２，（ｇ－１（ｙ））′＝１／２，所以

ｆｇ（Ｙ）（ω）＝ｆ２Ｙ（ω）＝ｆＹ（ｇ
－１（ｙ））·｜（ｇ－１（ｙ））′｜

＝
ｅ－ω，ω＞０

０，ω≤{ ０
．

由卷积公式（１）（或（２）），

ｆＺ（ｚ）＝ｆＸ＋２Ｙ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆ２Ｙ（ｚ－ｘ）ｄｘ，

因为ｆＸ（ｘ）·ｆ２Ｙ（ｚ－ｘ）＞０ｘ＞０，ｚ－ｘ＞００＜ｘ

＜ｚ，所以

ｆＺ（ｚ）＝ ∫
ｚ

０
ｅ－ｘ·ｅ－（ｚ－ｘ）ｄｘ＝ｚｅ－ｚ，ｚ＞０

０，ｚ≤
{

０
．

综上所述，当Ｘ、Ｙ独立时，若求Ｚ＝Ｘ＋ａＹ（ａ≠０）的

分布，运用卷积公式（２），用ｙ表示Ｙ的取值，将ａＹ看作一

个整体，用ｚ－ａｙ来表示Ｘ的取值；若求Ｚ＝ａＸ＋Ｙ（ａ≠０）

，则运用卷积公式（１），用ｘ表示Ｘ的取值，将ａＸ看作一个

整体，用ｚ－ａｘ来表示Ｙ的取值．

当Ｘ、Ｙ独立时，若求Ｚ＝ａＸ＋ｂＹ（ａｂ≠０）的分布，则

须先求ａＸ或ｂＹ的分布，再利用卷积公式．

例２　Ｘ、Ｙ独立，均服从参数为１的指数分布，若Ｚ＝

２Ｘ－３Ｙ，求ｆＺ（ｚ）．

解法一　令Ｗ＝２Ｘ，由定理１，Ｗ与Ｙ独立；而由定理

２，Ｗ的概率密度函数为

ｆＷ（ω）＝ｆＸ（ω／２）·｜（ω／２）′｜＝
１／２ｅ－ω／２，ω＞０

０，ω≤{ ０
．

此时，Ｚ＝Ｗ－３Ｙ．由卷积公式（２），

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＷ（ｚ＋３ｙ）ｆＹ（ｙ）ｄｙ．

因为ｆＷ（ｚ＋３ｙ）ｆＹ（ｙ）＞０ｙ＞０，ｚ＋３ｙ＞０ｙ＞０，

ｙ＞－ｚ／３，所以

ｆＺ（ｚ）＝
∫
＋∞

－ｚ／３

１
２ｅ

－ｚ＋３ｙ２·ｅ－ｙｄｙ＝ １５ｅ
ｚ
３，ｚ≤０

∫
＋∞

０

１
２ｅ

－ｚ＋３ｙ２·ｅ－ｙｄｙ＝ １５ｅ
－ｚ２，ｚ＞{ ０

．

解法二　令Ｗ＝－３Ｙ，由定理１，Ｗ与Ｘ独立；而由定

理２，Ｗ的概率密度函数为

ｆＷ（ω）＝ｆＹ（－ω／３）·｜（－ω／３）′｜＝
１／３ｅ－ω／３，ω＜０

０，ω≥{ ０
．

此时，Ｚ＝２Ｘ＋Ｗ．由卷积公式（１），

ｆＺ（ｚ）＝∫
＋∞

－∞
ｆＸ（ｘ）ｆＷ（ｚ－２ｘ）ｄｘ．

因为ｆＸ（ｘ）ｆＷ（ｚ－２ｘ）＞０ｘ＞０，ｚ－２ｘ＜０ｘ＞０，

ｘ＞ｚ／２，所以

ｆＺ（ｚ）＝
∫
＋∞

０
ｅ－ｘ·１３ｅ

－ｚ－２ｘ３ ｄｘ＝ １５ｅ
ｚ
３，ｚ≤０

∫
＋∞

ｚ／２
ｅ－ｘ·１３ｅ

－ｚ－２ｘ３ ｄｘ＝ １５ｅ
－ｚ２，ｚ＞{ ０

．
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