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“最近发展区”理论在例题设计中的应用 ①

———以“均值不等式求最值”为例
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摘　要：教师在例题设计中，应先了解学生的现有发展水平，再根据知识的难易程度及重要性合理地创设问题情境，然
后着眼于他们的“最近发展区”，有效地设置问题“障碍”，巧妙地诱导学生尝试并解决眼前的障碍。均值不等式求最值的

例题设计方法是将知识点分为几个层次，建立“最近发展区”，使学生熟练的掌握并运用均值不等式。
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　　一般来说，教师为使学生更熟练的掌握某个知识点

时，主要通过引导学生复习回顾已学习的内容，然后通过

相对困难的例题及习题的讲解和练习使学生得以提高。

如何选择这些题目以及如何利用这些题目便成为教学过

程成败的关键。本文就以均值不等式运用的例题设计为

例来说明如何设计例题。

一　“最近发展区”理论概述
前苏联心理学家维果茨基认为：“学生有两级发展水

平，第一级是‘现有发展水平’，是指学生独立活动时所能

达到的解决问题的水平；第二级是‘潜在的发展水平’，是

指学生在经过教师或其他人的帮助或诱导下经努力能够

达到的发展水平，两者之间的差异就是‘最近发展区’”。

该理论的提出，很好的论述了教师教学与学生发展之间的

关系，如维果茨基指出：教学应该走在发展的前面．同时，

在教学过程中，教师应根据学生认知水平的不同设置不同

的知识“障碍”，让他们在解决问题的过程中成长，构建自

身的认知结构。

当然，随着学生年龄的增长和认知结构的改变，他们

的“最近发展区”也会发生变化（如图１所示）；也就是说，

“最近发展区”是一个动态的概念。这就要求老师在知识

讲解的过程中，不能拘泥于同一种层次的教学，而应着眼

于学生的现有和潜在发展水平，根据学生的不同而采取不

同的教学方法，使学生的个性发展更显有效性。

图１　

二　基于“最近发展区”理论的例题设计分析
例题教学在中学数学教学中有着十分重要的作用，如

诠释解题思想，展现数学的美，以及解决生活中一些常见

的数学问题等，现阶段虽说国家实行新课程改革，并且提

倡在课堂上运用新的教学思想和教学方法。但由于传统

教学思想的影响、教师素养的层次不齐以及教学设备等硬

件设施的限制，致使我国大部分地方的教学仍然以“讲解

－传授”的教学模式为主，这种教学模式可以使同学们系

统的掌握所学数学知识，并形成良好的认知结构，但由于

其教学环节有老师主导，极大的限制了学生主观能动性和

思维创造性的健康发展，而这些不利于学生能力的发展。

为了使同学们更好的理解和掌握例题及解题方法，根
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据维果茨基的“最近发展区”理论，在围绕一个知识系统或

某个知识点设计例题时，例题之间的知识结构应具有一定

的“层次性”并且与学生的思维发展水平相一致，因为如果

“层次感”跨度太大或者说所包含知识点过多，就失去了

“最近”的涵义；而层次感跨度太小，便不能更好的启迪学

生去思考，这便失去了“发展”的涵义。所以教师在例题设

计中，应先了解学生认知结构的“现有发展水平”，再根据

知识的难易程度及重要性合理地创设问题情境，然后着眼

于他们的“最近发展区”，有效地设置问题“障碍”，巧妙的

诱导学生尝试并解决眼前的障碍。学生通过对“困难”问

题的解决，可以更精确的理解、掌握并运用所学知识内容，

同时可增强学生的自信心以及主动解决问题的能力。在

此基础上，进行下一个知识点的讲解和设置具体的思维发

展过程。

三　“均值不等式求最值”的例题设计探讨
函数求最值问题是均值不等式运用过程中十分典型

的问题，并且均值不等式的运用十分广泛，特别是其推论：

（１）如果ａ，ｂ∈Ｒ＋，那么 槡ａｂ≤
ａ＋ｂ
２ ，当且仅当ａ＝ｂ时

“＝”成立；（２）如果ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ＋，那么 槡ａｂｃ≤
ａ＋ｂ＋ｃ
３ ，

当且仅当ａ＝ｂ＝ｃ时“＝”成立。而往往在运用该推论解

决问题的时候，学生会忽略了结论“一正”“二定”“三相

等”条件中的某一个，究其原因，还是学生对这些条件的理

解不够透彻。在通过例题讲解均值不等式求最值的运用

时，可以更好的利用“最近发展区”理论指导教学。在此，

笔者通过具体的实例讲解例题设计的过程。

例１　求函数ｆ（ｘ）＝ｘ＋１ｘ在ｘ∈Ｒ且ｘ≠０上的值

域；

例题设计分析：本题是同学们在中学数学中经常碰到

的“对号函数”（即ｆ（ｘ）＝ｘ＋ａｘ，ａ＞ｏ）的特例，在老师讲

解完均值不等式的应用条件之后，学生学会了求 ｆ（ｘ）＝ｘ

＋１ｘ在ｘ∈Ｒ
＋上的最值问题，并且很容易得出其最小值为

２。受这种解法的影响，在解决题目例１时，忽略了函数定

义域的变化，即ｘ∈Ｒ且ｘ≠０与ｘ∈Ｒ＋的范围不同，而且

盲目的利用原来的解法，得出结果为：函数 ｆ（ｘ）＝ｘ＋１ｘ

在ｘ∈Ｒ且ｘ≠０上的值域为［２，＋∞）。

为此，老师需要分析同学们出现错误的原因，根据他

们的发展水平分层次设计讲解，因为学生的现有发展水平

是求当ｘ＞０条件下函数ｆ（ｘ）＝ｘ＋１ｘ的最小值，而学生

的潜在发展水平是学会求当ｘ＜０时ｆ（ｘ）＝ｘ＋１ｘ的最大

值问题。即设定的“最近发展区”为ｘ＞０时函数ｆ（ｘ）＝ｘ

＋１ｘ的最小值求解到ｘ＜０时函数ｆ（ｘ）＝ｘ＋
１
ｘ的最大

值求解的过渡。通过同学们交流和探讨，得出以下解题

过程：

（１）当ｘ＞０时，ｙ＝ｘ＋１ｘ≥２ ｘ·１槡 ｘ＝２，当且仅

当ｘ＝ １ｘ即ｘ＝１时取等号；

（２）当ｘ＜０时，可以得出 －ｘ＞０，

所以 －ｙ＝（－ｘ）＋ １
（－ｘ）≥２ （－ｘ）（１－ｘ槡 ）＝２，从

而得出ｙ≤－２；

当且仅当ｘ＝ １ｘ即ｘ＝－１时“＝”成立；

综上可得，函数ｆ（ｘ）＝ｘ＋１ｘ的值域（－∞，－２］∪

［２，＋∞）。

这道例题的讲解，使得同学们掌握了应用均值不等式

过程中“一正”条件的判定，在此基础上，老师需要重新设

置问题障碍，创建新的最近发展区，实现“二定”条件的讲

解，以充分挖掘同学们解决问题的潜能。从而可以举出下

面的例子：

例２　求ｙ＝ｘ２＋４ｘ＋７＋ １
ｘ２＋４ｘ＋７

的最小值；

例题设计分析：通过例１的讲解，学生掌握了形如ｙ＝μ

＋１
μ
的函数最值解法，并且判断得出ｘ２＋４ｘ＋７＝（ｘ＋２）２

＋３＞０，即满足均值不等式所要求的“一正”的条件，故得出

ｙ＝ｘ２＋４ｘ＋７＋ １
ｘ２＋４ｘ＋７

≥２，即函数最小值为２．

这是中学数学解题中学生常犯的错误，就是对条件的

考虑不全，也就是说同学们的现有发展水平是掌握了均值

不等式的运用过程中“一正”条件的判定，而潜在的发展水

平是同学们对均值不等式中“二定”条件的理解，正如判断

本题ｘ２＋４ｘ＋７＝ １
ｘ２＋４ｘ＋７

时ｘ的值是否存在一样。通

过分析和讨论，同学们得出正确的解题过程：

令μ＝ｘ２＋４ｘ＋７，则μ∈［３，＋∞），所以，函数可变

形为：［３，＋∞）

由前面所学函数的单调性可知，ｙ＝μ＋１μ
在μ∈［３，

＋∞）单调递增．

所以ｙ＝μ＋１μ≥
３＋１３ ＝

１０
３，即ｙ＝ｘ

２＋４ｘ＋７＋

１
ｘ２＋４ｘ＋７

的最小值为
１０
３．

经过两道较相似题目的解决，学生已有了一些应用均

值不等式求最值问题的思路和方法。但问题是因为以上

例题有极高的相似性，只给出这类例题可能会使学生想当
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然地认为均值不等式只限于形如ｆ（μ）＝μ＋１μ
的最值问

题中．这样可能造成学生对均值不等式的理解以及其运用

范围的认识相对狭隘．同时，当学生面对其他形式的最值

问题时，会疑虑到底能不能用均值不等式这一工具．

由此，教师在设计题目时就应当给出一些形式有变且

有些“转弯”的题目，使学生跳出现有发展水平，达到更高

的认知水平，当然不能超出教学大纲的要求。

例３　求函数ｙ＝ｘ＋４
ｘ２
在ｘ＞０上的最小值。

例题设计分析：这个题目形式上与例１和例２有点像

又不太像，若直接用上例的方法求解，并不能得出正确的

答案。问题该怎么解决？学生能否将其转换为他们所熟

悉的问题？带着这些疑问，老师可以指导学生先判断题目

是否满足“一正”的条件；这个很容易解决，因为题目已经

要求ｘ＞０；然后再利用合理的方法———裂项法，验证是否

满足“二定”的条件，即
１
２ｘ·

１
２ｘ·

４
ｘ２
＝１情况下方程 １

２ｘ

＝４
ｘ２
是否为定值，从而可以使问题得到解决。并且学生的

思维发展也实现了“积为定值”从两项 ａｂ＝ｋ（ｋ为常数）

到ａｂｃ＝ｋ（ｋ为常数）的转变。通过分析，得出解题过

程为：

由于ｘ＞０，所以ｙ＝ｘ＋４
ｘ２
＝ １２ｘ＋

１
２ｘ＋

４
ｘ２
≥３

３ １
２ｘ·

１
２ｘ·

４
ｘ槡 ２ ＝３

当且仅当
１
２ｘ＝

４
ｘ２
即ｘ＝２时“＝”成立。

从而得出函数ｙ＝ｘ＋４
ｘ２
在ｘ＞０上的最小值为３。

通过对例３的思考与解决，学生已经能感受到均值不

等式在求最值应用中的灵活性，但我们期望学生能够进一

步打开思路。某些看似简单且用不上均值不等式的问题，

实际上可通过均值不等式得到极佳的解决。

例４、求函数ｙ＝ｘ（４－３ｘ）的最大值，其中 ｘ∈ （０，

４
３）．

例题设计分析：这个问题主要考察了“和为定值”情况

下均值不等式的运用。通过例１、例２和例３，同学们的现

有思维水平是学会了“积为定值”情况下运用均值不等式

求解函数最值问题，而潜在的思维发展水平就是在“和为

定值”条件下均值不等式求解函数最值的应用。在学生解

决问题时发现可以用二次函数的性质求解其最大值；而在

老师的引导下，学生觉得当ｘ∈（０，４３）时，因为ｘ＞０，４－

３ｘ＞０，故其可以用均值不等式求解最大值。通过他们集

体讨论，可以得出完整的解题方案：

解：∵０＜ｘ＜ ４３，∴０＜４－３ｘ＜４

从而可得：３ｘ（４－３ｘ）≤（３ｘ＋４－３ｘ２ ）２ ＝４，当且仅

当３ｘ＝４－３ｘ即ｘ＝ ２３时“＝”成立。

∴ｆ（ｘ）＝ｘ（４－３ｘ）＝１３·［３ｘ·（４－３ｘ）］≤
４
３，当

且仅当ｘ＝ ２３时“＝”成立。

将“最近发展区”理论运用与课堂教学中，可以达到很

好的教学效果，然而，这更需要老师与学生加强沟通，了解

每一位学生的学习兴趣及他们的现有发展水平，然后，再

根据具体的实际情况合理设置问题“障碍”，使教学更多的

面向全体学生，从而提高课堂教学效率。
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