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线性代数的掌握与教学（Ⅰ）①

———以克莱姆法则教学为例

陈建华
（扬州大学 数学科学学院，江苏 扬州２２５００２）

摘　要：以克莱姆法则为研究载体，通过教师对克莱姆法则的不同教学处理，考察教师对数学知识的理解，探讨教师数
学内容知识的掌握对教学的影响，通过莱姆法则的知识包，进一步分析教师的知识结构对数学教学的影响。
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　　一　缘起
２００６年４月２日起，孟岩在微博上连续发表了题为

《理解矩阵》的博文，介绍学习线性代数课程的体会，引起

大家的热烈讨论：（网友 ｃｑｓｊｎｈｕｓｔｃｃｒｄｉ）到后来学结构动力
学的时候才知道原来矩阵是这么用的，但是基础都已经忘

光了。原因是在学矩阵的时候是鹦鹉学舌，根本没有理解

其本质代表了什么。（网友 ｐｅｉｍｉｃｈａｅ）很多老师最喜欢说
“知其然还要知其所以然”，但是几乎所有教科书都对所以

然绝口不提，有的老师自己都未必明白，叫我们学生怎么

能完全把握住这个东西？（网友 ｍｉｎｓｚｃｈ）深刻！这种认识
到底是要自己来悟，还是应有老师来早点开窍呢？

作为一线教师和数学教学研究者，我对大学数学教师

的数学知识已经形成了某些特定的期望。读了孟岩的微

博和网友的评论，陷入了深深的思考：我们的线性代数教

学怎么了？任课教师对线性代数的理解状况如何？怎样的

教学才能让学生满意？……带着印证的目的，本研究试图

调查了解任课教师对线性代数知识理解的现状，从教师和

教学的角度寻找没能帮助学生真正理解线性代数内容的

原因。探索克服存在问题和改变这种教学现状的方法，为

大学数学老师的专业成长提供帮助。

二　为取得研究资料而设计的问题情境
１．研究载体
克莱姆法则（Ｃｒａｍｅｒ＇ｓＲｕｌｅ，１７５０年瑞士数学家克莱

姆，发表在他的《线性代数分析导言》中）［１］。克莱姆法则

是一个关于求解线性方程组的定理，它给出了方程组的系

数与方程组解的存在性与唯一性关系。在线性代数教学

中，克莱姆法则是一定会遇到的一个教学内容。

如果线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ ＝ｂ１
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ ＝ｂ２
…………

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋… ＋ａｎｎｘｎ ＝ｂ
{

ｎ

（１）

的系数行列式不等于零，那么方程组（１）有唯一解

ｘｊ＝
Ｄｊ
Ｄ，（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２）

其中，Ｄｊ＝

ａ１１ … ａ１，ｊ－１ ｂ１ ａ１，ｊ＋１ … ａ１ｎ
ａ２１ … ａ２，ｊ－１ ｂ２ ａ２，ｊ＋１ … ａ１ｎ
… … … … … … …

ａｎ１ … ａｎ，ｊ－１ ｂｎ ａｎ，ｊ＋１ … ａ１ｎ

（ｊ＝１，

２，…，ｎ）。

２．访谈对象

本年度讲授过线性代数课程的大学数学教师，共 １８

人。其中职初教师６人（教龄４年以下，用Ｎ表示），工作５

年以上的１２人；本科学历１人，硕士学历４人，博士学历

（用Ｄ表示）１３人；具有代数知识背景（攻读硕士、博士阶

段是基础数学代数方向，用Ａ表示）的６人；具有教学知识

背景（即本科阶段是师范专业，用 Ｔ表示）的１２人。为了

叙述方便用姓名的汉语拼音首字母代替接受访谈的老师，

如ＳＸＪ（ＤＮ）表示具有博士学位的职初教师。
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３．访谈问题
请花点时间考虑一下，您在线性代数教学中怎样处理

“克莱姆法则”这一内容的，即您是如何设计教学的？作为

教师请您分析课程中与克莱姆法则相关的教学内容的结

构；你觉得学生在学习克莱姆法则时需要具备怎样的知识

和技能？

三　教学内容的处理与教学过程的分析
１．职初教师的教学讨论
职初教师在讨论他们教这个课题的方法时，都是从他

们期望学生学会什么开始。６位职初教师，有２人认为有
二、三元线性方程组行列式求解的经验，克莱姆法则只是

有限推广，在讲解了高阶行列式以后，该法则不用证明，只

要知道结论，会使用它即可。另外４人都是关注克莱姆法
则的证明和运用，其中２人认为按照教材先给出定理，严格
证明存在性、唯一性，再讲克莱姆法则的推论，即在齐次线

性线性方程组上的运用，是天经地义的。他们的学生通过

行列式的计算，亲自验证克莱姆法则是正确的，能通过计

算行列式求解线性方程组。ＺＪＷ（ＤＮ）是刚教书的年轻教
师，她对教学程序给出一个清晰的解释：

对于方程个数与未知量个数相等的线性方程组，由于

系数可以组成一个行列式，克莱姆法则给出它的一个解

法，使用起来很方便（实际上计算量很大）。教学中，我是

讲解定理证明的，从存在性到唯一性就是行列式的计算

（实际上是字母行列式，学生操作时有一定难度）。关于例

题，是一个４元线性方程组，教学中，我演示计算行列式
Ｄ，而Ｄｊ（ｊ＝１，２，３，４）采用分组让学生计算。最后，讲解
推论。

这些教师的教学法的理解：学生记住克莱姆法则后，

只要会准确计算行列式，就会运用法则求解此类线性方程

组。还有２位老师则期望学生能够学会更多，而不仅仅是
计算过程，他们希望学生学会在这个运算法则下所蕴含的

数学原理。ＳＦＷ（ＤＮ）说：
在讲解的存在性的时候，需要计算Ｄｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ），

而计算中用到了行列式展开定理：Ｄｊ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｂｋＡｋｊ，以及求

和的性质∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ＝∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｊ，这是在讲解过程中特别

提醒学生注意的，因为计算较繁，且符号的理解有难度。

从上述访谈情况看，６位职初教师只论及使用了行列
式的计算，从解方程组的角度，知道克莱姆法则是方程组

有解的判定方法，给出了解的具体表达式。虽然有两位老

师提及“行列式展开定理”和“求和的性质”，但他们是在证

明的过程中 “临时”使用，并不能传达对“克莱姆法则”这

一数学课题的概念性理解。实际上，克莱姆法则在一定条

件下给出了线性方程组解的存在性、唯一性。克莱姆法则

在各种理论计算中是必需的，例如：它被用来研究 ＡＸ＝ｂ
的解受ｂ中数值的变化而受到什么影响等［２］。从教学内容

编排讲，在“行列式”一章最后介绍克莱姆法则，一方面是

说明行列式知识应用，另一方面是由于该法则在理论上的

价值。从后继教学内容看，克莱姆法则联系着矩阵的等价

理论、向量组的线性相关性理论等，如此安排该内容是为

下几章的学习埋下伏笔，职初教师没能考虑到这些。教师

期望学生所知道的与教师自己的知识是相关的，仅仅期望

学生学会法则证明和使用过程的教师，往往只有过程性的

理解，

２．经验教师的教学讨论
接受访谈的经验型教师（从事教学工作５年以上）中

有４人的教学设计是暂时不讲证明过程，其它８人讲解证
明过程。在不讲证明过程的４人中，有１位教师对这个课
题的理解与职初教师是同样的，认为对于非数学专业学

生，不必讲解过于繁琐的东西。有２人的教学设计是在讲
可逆矩阵时给出证明。ＳＣＨ（Ｔ）认为：

第一章的末尾介绍克莱姆法则的结论，体现行列式的

应用是可以的，但证明方法太繁，留待讲完可逆矩阵求法

时介绍其证明方法。他给出的证明方法是：对于 ＡＸ＝ｂ，

当Ｄ＝｜Ａ｜≠０时，有Ｘ＝Ａ－１ｂ＝１ＤＡ
ｂ，比较等式两边向

量的各个分量，就有ｘｊ＝
１
Ｄ（ｂ１Ａ１ｊ＋ｂ２Ａ２ｊ＋… ＋ｂｎＡｎｊ）＝

Ｄｊ
Ｄ（ｊ＝１，２，…，ｎ）。

ＪＲＺ（ＤＡＴ）也是将证明安排在矩阵运算学习之后，他
给出的证明方法是：

用Ａｉ表示矩阵的第ｉ列，则Ａεｉ＝Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），
其中εｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是基本单位向量组，又ＡＸ＝ｂ，由
矩阵乘法可知

Ａ（ε１，…，εｉ－１，Ｘ，εｉ＋１，…，εｎ）＝（Ａ１，…，Ａｉ－１，ＡＸ，Ａｉ＋１，
…，Ａｎ）＝（Ａ１，…，Ａｉ－１，ｂ，Ａｉ＋１，…，Ａｎ） （３）

两边取行列式，由乘法规则有 Ｄｘｉ＝Ｄｉ（ｉ＝１，２，…，
ｎ）。

还有１位老师认为本章只要知道克莱姆法则的结论，
留待线性方程组有解判定定理讲完后介绍其证明。ＪＨＳ
（ＤＡＴ）说：

克莱姆法则的结论，体现行列式的应用是可以的，但

证明方法太繁，由于课时有限我通常不讲证明。在线性方

程组有解判定定理讲完后，帮助学生回顾该定理，通过简

单的推理就知道此时ＡＸ＝ｂ有唯一解。推理过程如下：
Ｄ＝｜Ａ｜≠０Ｒ（Ａ）＝ｎｎ＝Ｒ（Ａ）≤Ｒ（Ａ｜ｂ）≤

ｎＲ（Ａ）＝Ｒ（Ａ｜ｂ）＝ｎ （４）
从教学的处理看，虽然４位老师不讲证明，但其中有３

位老师（占７５
!

）没“忘记”法则的证明，能将克莱姆法则

与相关知识联系思考，并在适当的时候传授给学生，很明

显，这些老师对克莱姆法则已达到了概念性理解。

另外８位经验型教师，讲解了克莱姆法则的证明。他
们中注重方法改进的有４位老师，ＷＪＣ（ＤＡＴ）和ＱＬ（Ｔ）对
唯一性证明作分别了改进，ＷＪＣ（ＤＡＴ）如下改进：

Ｄｘｉ＝｜Ａ１，…，Ａｉ－１，ｘｉＡｉ，Ａｉ＋１，…，Ａｎ｜＝
ｃｉ＋ｘｊｃｊ

ｊ≠ｉ
｜Ａ１，…，Ａｉ－１，

∑
ｎ

ｋ＝１
ｘｋＡｋ，Ａｉ＋１，…，Ａｎ｜＝｜Ａ１，…，Ａｉ－１，ｂｉ，Ａｉ＋１，…，Ａｎ｜＝Ｄｉ

ＱＬ（Ｔ）则是从 Ｄｊ出发，将 ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ用 ｎ个方程的
另一边代入计算。譬如：

５３１



Ｄ１ ＝

ｂ１ ａ１２ … ａ１ｎ
ｂ２ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ｂｎ ａｎ２ … ａｎｎ

＝

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ ａ２２ … ａ２ｎ

  

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋… ＋ａｎｎｘｎ ａｎ２ … ａｎｎ

＝
ｃ１－ｘｊｃｊ

ｊ＝２，３，…ｎ

ａ１１ｘ１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ｘ１ ａ２２ … ａ２ｎ
  

ａｎ１ｘ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ｘ１Ｄ

故ｘ１ ＝
Ｄ１
Ｄ，同理ｘｊ＝

Ｄｊ
Ｄ（ｊ＝２，…，ｎ）。

ＣＪＨ（ＡＴ）老师的教学过程是将课本提供的证明方法
作为课外学习材料，只做方法点拨，留着学生作证明方法

的对比分析。关于法则的证明，他是“构造 ｎ＋１阶行列
式”，利用行列式计算技巧来讲授，希望以此巩固提升学生

关于行列式的计算的技能。他提供了以下证明方法：

（唯一性）ｘ１Ｄ＝

ｘ１ －１ ０ … ０

０ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
    

０ ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝
ｃ１＋ｘｊ－１ｃｊ

ｊ＝２，３，…，ｎ＋１

０ －１ ０ … ０
ｂ１ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ｂ２ ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
    

ｂｎ ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝Ｄ１

所以，ｘ１ ＝
Ｄ１
Ｄ，同理ｘｊ＝

Ｄｊ
Ｄ（ｊ＝２，３，…，ｎ）。

（存在性）因为０＝

ｂ１ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ｂ１ ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ｂ２ ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
    

ｂｎ ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ｂ１Ｄ－

ａ１１Ｄ１－ａ１２Ｄ２－… －ａ１ｎＤｎ，所以有 ａ１１Ｄ１＋ａ１２Ｄ２＋… ＋

ａ１ｎＤｎ ＝ｂ１Ｄ，当Ｄ≠０时，有ａ１１
Ｄ１
Ｄ＋ａ１２

Ｄ２
Ｄ＋… ＋ａ１ｎ

Ｄｎ
Ｄ

＝ｂ１成立，即ｘｊ＝
Ｄｊ
Ｄ（ｊ＝２，３，…，ｎ）满足第一个方程，同

理，这组数满足其它各个方程。

用加边法构造ｎ＋１阶行列式，仍然是使用展开定理，
在回避连加号给学生带来的理解困难的同时，又彰显了行

列式计算技巧的魅力，体现了教材将“克莱姆法则”安排在

这一章的目的。

教学实施中，注重课题情境设计的有４位老师，其中２
人有教育硕士，１人是教育学博士。他们回顾二元线性方
程组，行列式展开定理等知识，作为介绍克莱姆法则教学

的预备知识，讲课中充分考虑学生思维习惯。ＺＢ（ＤＴ）

认为：

别忘了，我们是在讨论解线性方程组，中学里解线性

方程组的基本方法是“消元法”，也就是由方程的系数经过

加减乘除化简方程。对于系数为字母ａｉｊ的线性方程组，如

何实现消元呢？行列式展开定理及其推论∑
ｎ

ｋ＝１
ａｋｊＡｋｔ ＝

Ｄ，（ｊ＝ｔ）
０，（ｊ≠ｔ{

）
给我们启示。因此，我在教学的时候，将出发

点改变一下：不是叙述和证明克莱姆法则，而是引导学生

利用已有经验，在不知道这个定理的情况下解 ｎ元一次方
程组，找出“法则”。

她教学设计是：按原教材证明唯一性的方法，将原方

程组中各个方程分别乘常数Ａ１ｊ，Ａ２ｊ，…，Ａｎｊ（系数行列式中
第ｊ列各元素的代数余子式），再相加（消去除了 ｘｊ以外的
其余未知数）得到Ｄｘｊ＝Ｄｊ，从而得到唯一可能的解 ｘｊ＝
Ｄｊ
Ｄ（ｊ＝１，２，…，ｎ）。这是解方程组的过程。再按原教材

证明存在性的方法，将ｘｊ＝
Ｄｊ
Ｄ（ｊ＝１，２，…，ｎ）代入原方程

组检验，可知它确实是原方程组的解。在此基础上，带领

学生阅读教材，理解∑∑符号表示的简洁性。

以上教学方案中的证明方法与原教材相同，只不过将

叙述的顺序变成先解方程组后验根，但这样组织教学，就

更加符合学生解方程的习惯，关注学生的知识发展，实现

数学知识的“学术形态”向“教育形态”的转化。从教学实

施过程看，一方面，让学生们在解方程组的“意识”下重新

发现定理、完成法则的证明．另一方面，在抓住解线性方程
组的本质的同时，通过先“繁琐”计算，再简明表达的过程，

帮助学生克服对双重求和符号学习的心理障碍，接纳了知

识新的表征。显然，这样的教学设计是建立在教师坚实的

教学知识和对课题的深入分析的基础之上的。当然，怎么

想出用代数余子式分别去乘各方程再相加的呢，李尚志老

师在［４］中，从几何的视角给出了更浅显的解读，用几何概

念代替繁琐的计算，让法则证明中为什么用代数余子式更

自然［４］。调查中没有老师能达到该理解的深度，这说明专

家型教师则能更好的帮助学生完成对课题的掌握。

四　讨　论
１．知识包分析
由于“传道、授业、解惑”是教师的职责，教师的学科知

识具有促进学生在课题学习中的获得的特殊特征，教师往

往会在相关课题之间和课题内部的知识之间建立一些联

系。在回答关于“分析课程中与克莱姆法则相关的教学内

容的结构”问题的调查中，职初教师通常仅能够展示知识

链，如知道证明法则必须的行列式展开定理和求和性质等

的支持，清楚的知道自己的教学需要这些预备知识。大部

分经验型教师能够联系那些支持克莱姆法则的其它知识

（如：逆矩阵、伴随矩阵、矩阵的秩，向量组的线性表示、线

性相关性理论等），形成一定的知识包。下图是结合文献

［４］、［５］和［６］给出的关于 “克莱姆法则”的一个知识包。
知识包中的所有部分都明显地与克莱姆法则学习有
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图１　克莱姆法则的知识包

关，或支持它或受到它的支持。其中椭圆表示研究课题，

长方形表示相关知识点，圆角长方形表示更一般的理论，

通过有向线联系相关知识点。我们用这样的知识包来组

织知识，目的是为了促进学生对克莱姆法则课题的扎实学

习。当然，知识打包的方式不是固定的，严格唯一的，它依

赖于某人自己的观点，不同的教师在不同的背景之下，针

对不同的学生都可以不同的方式将知识“打包”。

从第三部分的分析可以看出，教师的知识理解都在包

含在这个包内，大多数老师能清楚的知道其中的关键点，

但由于专业知识背景的不同，教学知识的差异导致教师对

知识包的各成分的了解的范围及深度有较大差异，反映了

教师对克莱姆法则的理解水平。职初教师理解的深刻程

度较差，只能对知识包中只有少数元素了解，且较为孤立，

或只考虑到从｜Ａ｜≠０到法则成立的线性过程，或与法则
证明直接相关的过程性课题。知识理解的离散点状或线

性结构，表明他们停留在对法则的过程性理解。经验型教

师（特别是具有代数背景的老师）有发展完全的、组织良好

的概念性理解的知识包，他们对过程性课题（如：知识点间

的局部联系）、概念性课题（如：Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ａｂ），向量组的
唯一线性表示等）以及课题的基本原理（非齐次线性方程

组的有解判定定理）有深刻的理解。如：在１２名经验教师
中，有９名（占７５％）表现出较为完善的知识结构，有４位
老师展示了更深刻，带技巧的解题方法，而专家形教师则

会提供了代数知识的几何背景。ＷＪＣ（ＤＡＴ）和 ＣＪＨ（ＡＴ）
等基本形成完整的知识包，熟练运用行列式的性质改进了

法则的证明，“更是把简单而有效的”学科基本概念植入到

法则的教学过程中，既促进了学生的概念性学习，又让学

生把现在的学习与将来的学习联系起来。

关于克莱姆法则，调查中教师们表现出两种状态：第

一种是知识之间的联系是无意识地激发出来的，如职初教

师中ＺＪＷ（ＤＮ），她是从数学推理的需要看，必须讲解必要
的基础知识。第二种，表现出明显有意识，如经验型教师

中的绝大多数，ＣＳＨ（Ｔ）暂不讲过程，留待后面用矩阵求逆
方法讲，ＳＪＨ（ＤＡＴ）用线性方程组理论解释，还有改进证明
方法的几位老师。这种差别与教师的学科知识、教学知识

上的差别有密切联系，有意识将知识打包的老师们，能清

晰的描述他们的知识包中的组成元素，且知晓在这个知识

包中（网络结构）中各元素的地位及逻辑关系。

２．小结
数学学习中，“理解”无疑是第一位的，而“数学理解”

己成为继“问题解决”之后当今世界数学教育界所关注的

又一中心话题（ＰＭＥＮｅｗｓＭａｙ１９９７ｅｄｉｔｉｏｎ，Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
Ｆｏｒｕｍ）．“为理解而教（ＴｅａｃｈｉｎｇｆｏｒＵｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ）”作为一
种重要教学思想己经逐渐被数学教育界所接受．理解性数
学教学的根本宗旨是要使学习者获得对数学的充分理解。

如何实现基于理解的数学教学，从以上关于克莱姆法则的

教学分析，表明：

第一，大学数学教学中，对数学定理的概念性理解是

有数学论证的支撑的，大学数学教学不能放弃数学论证的

教学。

第二，强调多种课题之间的联系，把知识“打包”，一组

一组地、立体地理解数学课题，是一种有效的理解方式。

大学数学教学中，教师应该全面理解课程内容，形成了一

个个知识包（针对不同定理），而不仅仅是知识序列，这比

单独讨论定理的证明过程或强调某种证明技巧更为重要。

第三，具有良好的教学法知识的老师，能更有效地帮

助学生理解课题。虽然大部分教师能够顾及学生的认知

水平，但具体操作中，有深厚教学法知识的老师，表现出更

有章法地组织教学。

第四，同一课题的概念性理解是多样的，具有不同的

版本。对学科内容有不同见解的教师，会让学生得到不同

的数学理解。

教师的学科知识不能自动地产生成功的教学方式和

教学理念，缺乏坚固的学科支撑，成功的教学方式和新颖

的教学理念不可能实现。如何从问题情境开始，在解决问

题的过程中将所要学习的知识一步一步“发明”出来，让知

识的引入如“随风潜入夜”，知识的应用如“润物细无

声”［５］，任重道远。改变大学数学教学现状，既需要改进教

师的数学知识结构，也需要充实教学知识。
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