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摘4要!在"高等代数#的教学过程中!如何进一步启迪学生的发散思维!以科学严谨的眼光对待某些例题与习题!

并进一步挖掘题目中蕴含的问题!是非常值得思考的问题% 在教学实践中!我们针对矩阵的秩的不等式问题!跟学生进

一步探讨等号成立的充要条件!这是科学思维渗透教学过程的具体体现%
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!4简介

当前#%以本为本(%立德树人(等教育理念已

深入人心#而数学作为自然科学的基础得到了极

大的重视' 作为国家一流本科建设专业#我们致

力于提高学生正确认识问题&分析问题和解决问

题的能力#注重学生科学思维方法的训练和科学

伦理的教育.培育学生科学的精神与科学情怀#培

养学生探索未知&追求真理&勇攀科学高峰的责任

感和使命感#培养具有坚实数理基础的高素质的

数学创新人才和具有解决重大应用数学问题潜质

的复合型创新人才' 在教学过程中#我们时常启

发学生顺应时代潮流#勇于担当#而且针对学生的

课程学习我们提出了更高的要求#以期其学识能

匹配本专业的新要求'

%高等代数(是数学学科最重要的专业基础

课程之一#对于数学专业学生数学素养的形成起

着关键作用' 它以严密的逻辑&系统的推理&抽象

的思维为特点#其内容包括多种线性系统和结构'

在研究繁杂的问题时#线性化是其中常用的一种

途径#高等代数可以为问题的解决提供初步的答

案.同时各种不同的范畴中线性部分又有一定的

共性#高等代数又可以为之提供统一的平台#对其

理论研究提供指导' 因此#高等代数学被广泛地

应用到自然科学的各个领域'

当前%高等代数(的课程教学中#各类教学方

法&教学内容&教学深度等改革的问题亟待解决'

如何抓住重要理论的突破口#讲清楚关键想法#循

序渐进#深入思考#层层分析问题#为大部分同学

提供更好的&更深入的问题引导的学习#是我们经

常思考和使用的手段'

矩阵的秩是数学专业大学一年级上学期高等

代数的一个重要内容#其联系广泛&思路开阔&不

易掌握' 而且该部分内容对求解线性方程组&相

似矩阵和二次型等后续课程的学习有着重要的作

用#是每个高校教学的重点' 本文主要采用案例

分析法#归纳总结了教材与参考书)!

3

2*中的一些

关于矩阵秩的重要不等式#启发学生继续思考如

何寻找等号成立的条件#再将它们应用到解决复

杂的题目中去' 同时#结合实例分析那些重要的

不等式的使用情况'

#4一些例子

毛主席曾说!%世界上怕就怕5认真6二字#共

产党就最讲认真'(确实#%认真(是我们学好本课

程的重要原则' 我们已经熟知 TK./"+$

$

TK./"+#,$ ' 在教学过程中#针对类似的例题#我

*"
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第 !期 冯立华#等!几个矩阵的秩不等式等号成立的条件

们会将其作为课后研讨与思考的题目启发学生!

等号什么情况下成立/ 我们得到两种不同的

证明'

例 !4设+#,分别是数域'上的-

.
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矩阵#用 "+#,$ 表示在 +的右边添上 ,得到的 -

.

"&

0

/$ 矩阵' 证明!TK./"+$

M

TK./"+#,$ 当

且仅当,的列向量组可以由 +的列向量组线性

表出'
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,的列向量组可以由 +的列向量组线性

表出'
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于是得
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表出

&

,的列向量组可以由+的列向量组线性表

出' 证毕'

已知矩阵+,的秩小于等于矩阵 +的秩与矩

阵 ,的 秩 中 最 小 的 那 个# 即 TK./"+,$

$

L(.7TK./"+$#TK./",$8# 那么等号成立需要什

么条件呢/ 我们有

例 #4设+#,分别是数域'上的-

.
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矩阵#证明! TK./"+,$

1

TK./",$ 当且仅当齐次

线性方程组 "+,$2

1

$的每一个解都是,2

1

$的

一个解'

证明 必要性' 设TK./"+,$

1

TK./",$#由于

线性方程组,2

1

$的每一个解都是 "+,$2

1

$的

一个解#因此,2

1

$的解空间为3

!

是 "+,$2

1

$

的解空间3

#

的子集' 又由已知条件得

&(L3

#
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4

56&7",$
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!
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因此3

#

1
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' 从而 "+,$2

1

$ 的每一个解

都是,2

1

$的一个解'

充分性' 设 "+,$2

1

$的每一个解都是,2

1

$的一个解#则3

#

%

3

!

' 显然3

!

%

3

#

#因此3

!

1
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' 由齐次线性方程组的解空间的维数公式

立即得到TK./"+,$

1

TK./",$'

例 #的证明是利用了解空间与维数公式' 我

们进一步启发学生!是否还有其他的办法/ 经过

思考#我们还能够得到另外一个充要条件'

例 %4设+#,分别是数域'上的-
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矩阵#证明TK./"+,$

1

TK./"+$ 的充分必要条件

是矩阵方程+,8

1

+有解'

证明 设+的列向量组是
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矩阵方程+,8
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TK./"+,$#证毕'

:RIPHDBHT秩不等式是矩阵论中一个非常著名

的不等式#其证明方法多样#有利用分块矩阵的证

明#也有纯粹矩阵理论的证明' 我们启发学生用

解空间的关系可以得到一个几何的证明#但其等

号成立的条件在教材中鲜见'

我们称两个/

.

& 的矩阵 +与 ,是相抵的#

若存在/阶可逆矩阵*与 &阶可逆矩阵9#使得

*+9

1
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例 2":RIPHDBHT秩不等式#4设 +和 ,分别是

数域'上/

.

&和 &

.

$矩阵#证明!TK./ "+,$
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证明 本证明用到了维数公式' 考虑解空间
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我们会继续给学生推广 :RIPHDBHT秩不等式'

例 ""gT'[H.(GD秩不等式#4设 +#,和 >分

别是数域'上/
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特别是#在例 " 中#当 ,取为 & 阶单位方阵

时#gT'[H.(GD秩不等式即为
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4

!'

证明 "!$当TK./"+$

M

& 时 +

+

$# +

!

M

+

&

4

!

+

$#故TK./"+

!

$

M

&.反之亦然'

"#$ TK./"+$

M

&

4

!时#+至少有一个 &

4

!

级子式
+

$#即+

!

+

$#TK./"+

!

$

)

!' 这时又

TK./"+$

M

&

4

!# +

M

$' 故++

!

M

+@

1

A'

又 TK./"+$

<

TK./"+

!

$

$

& # 故我们得到

TK./"+

!

$

$

&

4

"&

4

!$

1

!#所以TK./"+

!

$

M

!.

反之亦然'

"%$当TK./"+$ k&

4

!时#+的任意 &

4

!行

皆线性相关#故它的任意 &

4

!级子式都为 $' 所

以 +

!

M

$#因而TK./"+

!

$

M

$' 反之亦然#证毕'

在利用分块矩阵的准初等变换解决矩阵的秩

的时候#我们启发学生思考以下秩不等式取等号

的问题'

例 14设+为 &阶方阵#则+

#

1

:当且仅当

TK./"+

<

:$

0

TK./"+

4

:$

1

&'

证明必要性' 由

+

0

: $

$ +

4

:

( ) "

+

0

: +

4

:

$ +

4

:

( ) "

#: +

4

:

4

+

0

: +

4

:

( ) "

#: +

4

:

$ $

( ) "

#: $

$ $

( ) #

故TK./"+

<

:$

0

TK./"+

4

:$

1

&'

充分性' 由

+

0

: $

$ +

4

:

( ) "

+

0

: +

4

:

$ +

4

:

( ) "

#: +

4

:

4

+

0

: +

4

:

( ) "

#@ +

4

:

$

+

#

4

:

#










"

#: $

$

+

#

4

:

#










#

因为TK./"+

<

:$

0

TK./"+

4

:$

1

&#故+

#

4

:

1

$#+

#

1

:' 证毕'

例 *4设+为 &阶方阵#则+

#

1

+当且仅当

TK./"+$

0

TK./"+

4

:$

1

&'

证明必要性' 由

+ $

$ +

4

:

( ) "

+ +

4

:

$ +

4

:

( ) "

: +

4

:

4

+

0

: +

4

:

( )
"

@ +

4

:

$ $

( ) "

: $

$ $

( ) #

故TK./"+$

0

TK./"+

4

:$

1

&'

充分性' 由

+ $

$ +

4

:

( ) "

+ :

4

+

$ :

4

+

( ) "

: :

4

+

:

4

+ :

4

+

( )
"

: :

4

+

$ +

4

+

#( ) "

: $

$ +

4

+

#( ) #

因为TK./"+$

0

TK./"+

4

:$

1

&#故+

#

4

+

1

$#+

#

1

+' 证毕'

在本文的最后#我们考察%高等代数课(程中

一个大家熟知的不等式#但是等号成立的条件却

鲜为人熟知' 我们鼓励学生思考该问题#并得到

一个解答#作为课本例题的有益补充'

例 7 4证明! TK./"+

0

,$

$

TK./"+$

0

TK./",$'

证明 设+#,的列向量组分别为

!

!

#

!

#

#0#

!

&

.

"

!

#

"

#

#0#

"

&

#

则+

<

,的列向量组为

!

!

<

"

!

#

!

#

<

"

#

#0#

!

&

<

"

&

'

设
!

B

!

#

!

B

#

#0#

!

B

5

是向量组
!

!

#

!

#

#0#

!

&

的一

个极大线性无关组.设
"

C

!

#

"

C

#

#0#

"

C

%

是向量组
"

!

#

"

#

#0#

"

&

的一个极大线性无关组#则
!

!

<

"

!

#

!

#

<

"

#

#0#

!

&

<

"

&

可以由向量组
!

B

!

#

!

B

#

#0#

!

B

5

#

"

C

!

#

"

C

#

#0#

"

C

%

线性表出#因此

TK./7

!

!

<

"

!

#

!

#

<

"

#

#0#

!

&

<

"

&

8

$

TK./7

!

B

!

#

!

B

#

#0#

!

B

5

#

"

C

!

#

"

C

#

#0#

"

C

%

8

$

5

0

%

于是TK./"+

0

,$

$

TK./"+$

0

TK./",$'

证毕'

以下我们考虑例 7等号成立的情况' 由于事

情并不显然#而且国内现行课本里面基本都没有

关于此结论的证明#我们查阅了相关文献)"

3

1*

#结

合已有知识#单独拿出来进行证明'

例 !$4设 +&,分别是数域 '上的 /

.

& 矩

阵#则TK./"+

0

,$

M

TK./"+$

<

TK./",$ 当且仅

当>"+$

,

>",$

1

7$8 和!"+$

,

!",$

1

7$8'

!0



当代教育理论与实践 #$#%年第 !"卷

这里>"+$ 和!"+$ 分别表示矩阵+列向量空间

和行向量空间'

证明 我们只证明后面部分' 根据适当的行

和列计算#我们可以将 +化简成
:

5

$

$ $

( ) # 其中 5

1

TK./"+$ 且 :

5

是一个 5

.

5的单位矩阵' 换言

之# *+9

1

:

5

$

$ $

( ) #其中 *&9是可逆矩阵#是一

些执行行和列运算的初等矩阵的乘积' 用一个可

逆矩阵来左乘或者右乘并不会改变矩阵的秩#

所以

TK./"*+9$

1

TK./"+$#TK./"*,9$

1

TK./",$#

TK./"*+9

<

*,9$

1

TK./)*"+

0

,$9*

1

TK./"+

0

,$'

同样#因为经过可逆的线性变换后并不会改

变子空间的维数#若>"+$

,

>",$

1

7$8 和!"+$

,

!",$

1

7$8 成立#则有>"*+9$

,

>"*,9$

1

7$8 和!"*+9$

,

!"*,9$

1

7$8 ' 因此#根据假

设#连同左乘与右乘可逆矩阵后的秩的不变性#可

以假设+

1

:

5

$

$ $

( ) '

令-

1

TK./",$ #D是一个由-个线性无关的

列向量构成的/

.

-矩阵#这-个线性无关的列向

量生成>",$' 故,

1

D;#其中;是一个-

.

&矩

阵#它每一列的元素都是,的列作为D的列的线

性组合表示所对应的系数' 显然# D的秩为-.因

为!",$

%

!";$#所以;的秩也为-' TK./";$

M

&(L!";$

$

-' 我们的目的是找出+

<

,的一个

"5

0

-$

.

"5

0

-$ 可逆子矩阵#这说明了TK./"+

0

,$

)

TK./"+$

<

TK./",$' 为此#将D和;分别

划分为D

M

D

5

D

$

( ) 和;

M

;

5

;

?

( ) #其中D

5

是一个

5

.

-矩阵# ;

5

是一个-

.

5矩阵' 我们断言D

$

的

列线性无关' 为此#假设对于某一个向量 2

'

'

-

有# D

$

2

1

$' 则由>"+$

,

>",$

1

7$8 有D2

M

D

5

2

$

( ) #根据+的选择# >"+$ 由 '

& 中的向量构

成#这些向量的所有元素在出现了第一个 5行之

后均为 $' 因此D2

M

$#并且由于 D的列线性无

关#可得 2

1

$' 这说明 D

$

的列线性无关.换言

之# 56&7"D

$

$

1

-' 因为D

$

有一个-

.

-可逆子矩

阵D

-

#它的行是由 5

0

!#0#5

0

$

1

/{ } 的一个
子集E来指出' 同样#通过转置和使用行向量空

间假设#同样可以证明;

?

有一个-

.

-可逆子矩阵

;

-

# 它的列是由 5

0

!#0#5

0

?

1

&{ } 的一个子
集F来指出' 现在# ,的 "5

0

-$

.

"5

0

-$ 子矩

阵#它的行由 !###0#5{ }
-

E来指出#它的列由

!###0#5{ }
-

F来指出#并且这个子矩阵是

D

5

D

-

( ) ;

5

;

-

( ) 1

D

5

;

5

D

5

;

-

D

-

;

5

D

-

;

-

( ) #所以 +

<

,对应

的那个子矩阵就是
:

5

0

D

5

;

5

D

5

;

-

D

-

;

5

D

-

;

-

( ) ' 用第一

行减去第二行的D

5

D

-

4

!倍"并不会改变行列式$#

得到了矩阵
:

5

$

D

-

;

5

D

-

;

-

( ) #其行列式为

&HB":

5

$(G%"D

-

;

-

$

1

&HB"D

-

$(G%";

-

$

+

$'

我们已经找到了+

<

,的一个 "5

0

-$

.

"5

0

-$ 可逆子矩阵' 因此我们就证明了TK./"+

0

,$

M

TK./"+$

<

TK./",$#得证'

上面的证明我们利用了秩的定义#如何给出

一个纯粹的矩阵理论的证明/ 利用已有的知识#

我们得到了圆满的解答'

例 !!4设 +&,分别是数域 '上的 /

.

& 矩

阵#则TK./"+

0

,$

M

TK./"+$

<

TK./",$ 成立当

且仅当存在可逆矩阵*&9#使得*+9

1

:

5

A

A A

( ) #

*,9

1

A A

A :

-

( ) #其中5

1

TK./+#-

1

TK./,#5

<

-

$

L(.7/#&8'

证明 必要性' 设 +&,的满秩分解为! +

M

+

!

+

#

&,

1

,

!

,

#

#其中+

!

'

'

/

.

5

#+

#

'

'

5

.

&

#

,

!

'

'

/

.

-

#,

#

'

'

-

.

&

#+

!

&,

!

为列满秩#+

#

&,

#

为行满秩'

因此我们得到+

<

,有下列分解!

+

<

,

M

+

!

+

#

0

,

!

,

#

1

+

!

,

!

( )
+

#

,

#

( ) '

取 >

!

1

+

!

,

!

( ) '

'

/

.

5

0

-( )
#>

#

1

+

#

,

#

( ) '

'

5

0

-( ) .

&

#又已经知道TK./"+

0

,$

M

5

0

-#且容易

看到TK./"+

0

,$

$

TK./>

!

#TK./>

#

$

5

0

-# 故

TK./>

!

M

TK./>

#

1

5

0

-#故而存在/阶和 &阶可

逆方 阵 *&9# 使 得 *>

!

1

:

5

A

A

A

A

:

-











#>

#

9

1

:

5

A

A

A

A

:

-

( ) #从而

#0



第 !期 冯立华#等!几个矩阵的秩不等式等号成立的条件

*+

0

,( ) 9

1

*>

!

>

#

9

1

:

5

A A

A A A

A A :

-











#

且 *>

!

1

*

+

!

,

!

( ) 1

*+

!

*,

!

( ) #>

#

9

1

+

#

,

#

( ) 9

1

+

#

9

,

#

9

( ) #

所 以# *+

!

1

:

5

A

( ) #*,

!

1

A

:

-

( ) #+

#

9

1

:

5

A( ) #,

#

9

1

A :

-

( ) #

最后可得 *+9

M

*+

!

+

#

9

1

:

5

A

A A

( ) #*,9

M

*,

!

,

#

9

1

A A

A :

-

( ) #必要性得证'

充分 性' *+9

0

*,9

1

*+

0

,( ) 9

1

:

5

A A

A A A

A A :

-











#可得TK./ *+

0

,( ) 9( ) 1

5

0

-#又

*&9均为可逆矩阵#故而*&9即为一些初等矩阵

的乘积' 而矩阵乘以初等矩阵并不改变矩阵的

秩#所以 TK./"+

0

,$

1

5

0

-

1

TK./"+$

<

TK./",$#充分性得证'

%4总结

在%高等代数(的教学过程中#教材上许多结

论具有进一步讨论的空间#为老师们进行启发式

教学提供了极大的思考空间#如艾森斯坦因判别

法条件的改变&线性相关性部分中间的 :BH(.(BX替

换定理的不同证明方法&@KJTK.JH插值公式在%高

等代数(的不同部分中起到的作用等问题#都可

以展开进行专题的探讨' 本文主要对文献上熟知

的几个矩阵秩不等式取等号的情况进行了深入的

探讨#期望学生思想不疲&劲头不松#现在多学习#

以后为解决国计民生中的诸如芯片设计生产制造

等%卡脖子(问题作出有时代担当的贡献'
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