
书书书

第１２卷 第４期
２０２０年７月

当代教育理论与实践
ＴｈｅｏｒｙａｎｄＰｒａｃｔｉｃｅｏｆＣｏｎｔｅｍｐｏｒａｒｙＥｄｕｃａｔｉｏｎ

Ｖｏｌ．１２Ｎｏ．４
Ｊｕｌ．２０２０

ｄｏｉ：１０．１３５８２／ｊ．ｃｎｋｉ．１６７４－５８８４．２０２０．０４．００１

数学观察能力的应用策略案例探析

———以高中排列组合复习课为例

刘金旺，刘慧琳，李冬梅
（湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭 ４１１２０１）

摘　要：中学数学解题教学观察是教学观察中一种具体类型。排列组合问题是高中数学中的一个难点，在解答这类
问题时，首先必须仔细观察和分析问题的条件与细节，根据是否存在顺序关系，判断问题的类型是属于排列还是组合；其

次要把握问题的本质特征，采用合理、适当的方法来观察处理问题。本案例总结了 １２种常用解排列与组合题的观察
策略。
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　　观察是一种人类对周围出现的事物或现象进
行有目的的考察所表现出来的心理现象，先进行全

面而深入的察看，并根据该事物或现象的真实面貌

来探究和确定它们的性质和关系［１］。在人类理解

事物的过程中，感知和知觉是最为基本的形式，而

观察作为这个过程中的高级状态，表现为一种主动

的、感知性的活动，在人的思维中发挥着积极的作

用。观察是理解事物的前提条件，是训练思维的有

效途径。在数学教学活动中的观察，则是指观察由

符号、字母、数字或文字所表示的数学关系式、命

题、问题，以及图表、图像、几何图形的结构特点，例

如，从复杂图形中找出某个特殊图形；从代数式或

方程组中找出相关系数与指数之间的特定关系；从

推理过程或从一些数学内容中找到某种逻辑关

系［２］。所有上述观察都需要学生认真、仔细、周密，

要求做到同中求异，异中求同。

１　背景信息
２０１８年上学期，笔者就数学师范教育深入湘

潭市五所高中进行专题调研，师生普遍认为数学

解题中观察能力的培养和应用十分重要。为此，

笔者于２０１８年下学期在湘潭市一中高三理科班
讲授了一堂题为“解答排列组合题的观察策略”

的公开课。该班有５０名学生，属于平行班级。排
列组合是普通高中选修２－３中的内容，要求通过
对实例的分析，使学生理解和掌握排列与组合的

概念，能够使用计数原理来推导排列数及组合数

公式，并解决简单实际问题［３］。排列与组合题在

高中数学题中十分常见，然而很多学生做不出相

关题目，主要原因是解题观察能力较差。

开展此次高中排列组合复习公开课的目的

是有效培养学生解题的观察能力，让学生学会

如何掌握解题的观察性、目的性、有序性、方法

性、完整性等，学会构建解题建模思想，掌握若

干方法与技巧，养成一种良好的思维习惯，不断

提升数学水平，同时也为数学师范教育工作做

出新的贡献。
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２　１２种常用解排列组合题的观察策略的
课堂主录

数学教育家弗赖登塔尔提出“现实数学”的

教育理念，他强调关注数学问题被学生从客观现

象中提出和解决的能力［４］。教育心理专家一致

认定人的观察力是智力的一个重要方面。本教学

案例列出１２种常用解答排列与组合题的观察策
略，来证实师生解题观察力的有效应用与培养。

２．１　特殊元素和特殊位置观察策略
案例一：用０到５这６个数字组成无重复的５

位数奇数有多少种情况？

分析过程：对于该５位数奇数，其末位和首位
都有特殊要求，即末位必须为奇数，首位不能为

０，应优先考虑；后再考虑中间的３个数的排列情
况。如图１所示，符合条件的末位数字有Ｃ１３种情
况，首位数字有 Ｃ１４种情况，剩余中间３个位置共
有Ａ３４种情况。由分步计数原理得所有排列情况
有Ｃ１４Ｃ

１
３Ａ
３
４＝２８８种。

图１　５位数奇数各位置数字排列示意图

解题要点：当排列组合问题中出现特殊元素

和特殊位置时，需对它们进行优先安排，以避免这

些位置被不期望的元素占据，而后再处理其他元

素或位置，必要时需兼顾多个约束条件。

２．２　相邻元素捆绑观察策略
案例二：２名高一学生、２名高二学生和３名

老师站成一排表演诗朗诵，其中高一学生相邻且

高二学生相邻，共有多少种不同的排法？

分析过程：如图２所示，分别设２名高一学生
和２名高二学生为甲乙和丙丁，先将甲乙和丙丁
都捆绑为一个整体与３名老师进行排列，有Ａ５５种
情况；再分别对甲乙和丙丁进行内部排列，有 Ａ２２
种情况。由分步计数原理可得共有Ａ５５Ａ

２
２Ａ
２
２＝４８０

种不同的排法。

图２　相邻学生与老师站位排列示意图

解题要点：在排列组合问题中常常出现需要

将某些元素排列在一起的情况，可采用捆绑法来

解决。即将相邻元素捆绑在一起作为一个元素，

然后与其他元素一起排列，需要注意是捆绑后的

元素其内部也需进行排列。

２．３　不相邻问题插空观察策略
案例三：某学校举行元旦晚会活动，节目单包

括５个班级大合唱、２个情景剧和４个舞蹈节目，
由于时间关系，班级合唱节目不能连续出场，则节

目的出场顺序有多少种？

分析过程：先排情景剧和舞蹈节目，共有 Ａ６６
种排列；然后将５个合唱节目插入情景剧和舞蹈
节目间的７个空位（包含首尾），共有Ａ５７种。由分
步计数原理，得出该晚会的节目出场顺序共有

Ａ６６Ａ
５
７种。

解题要点：当问题条件中有要求将元素进行

隔离时，可以优先排列无位置要求的元素，后将不

相邻的元素插入所形成的空位即可。

２．４　定序问题倍缩空位插入观察策略
案例四：将７种商品摆放在超市的一排货架

上，其中ＡＢＣ三种商品需按此固定的顺序排列，
问共有多少种不同的摆放方法？

分析过程：该问题有三种解决方法。

倍缩法：先将７种商品都排列在一起，用排列
的总数除以ＡＢＣ三种商品的全排列数，则排法种
数为Ａ７７／Ａ

３
３种。

空位法：将无顺序要求的 ４种商品安排在 ７
个空位上，共有 Ａ４７种排法，剩余３个空位给 ＡＢＣ
共１种排法，则共有Ａ４７种排法。

插入法：在 ７个空位上，ＡＢＣ三种商品的排
法共 Ｃ３７种，再插入其余 ４种商品进行全排列有
Ａ４４种，则共有Ｃ

３
７Ａ
４
４种排法。

解题要点：采用倍缩法可以很好地解决定序

问题，即用排列总数除以定序元素的全排列数。

除此之外，也可将问题转化为占位或插空模型来

处理。

２．５　重排问题求幂观察策略
案例五：某邮局有４个信箱，现有５封信需要

邮寄，共有多少种不同的投递方法（）

Ａ．４５　　Ｂ．５４　　Ｃ．Ｃ５４　　Ｄ．Ａ
５
４

分析过程：同一信箱可以重复投入多封信，也

可以为空，因此完成这件事共分五步。投递第 １
封信有 ４种方法，投递第 ２封信也有 ４种方
法……依此类推，由分步计数原理可得共 ４×４×
４×４×４＝４５种投递方法，答案为Ａ。

２
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解题要点：重排问题即重复排列问题，是指允

许有重复出现的元素，因此，每个元素的位置可以

一一排列，通常无限制地安排在 ａ个位置上的 ｂ
种不同的元素排列数为ａｂ种。
２．６　多排问题直排观察策略

案例六：

类型１多排可直接化为直排：小组８人平均
坐成两排汇报实验结果，其中组长甲与副组长乙

坐在前排，小组记录员丙坐在后排，共有多少种不

同坐法？

分析过程：如图３所示，可将 ８人排成一排，
先排２名组长甲乙，有 Ａ２４种排法；再排记录员丙

有Ａ１４种排法；其余的５人任意排列有Ａ
５
５种排法。

由分步计数原理共有Ａ２４Ａ
１
４Ａ
５
５种排法。

图３　前后两排座位化为一排排列示意图

类型２直排后存在实际不相邻情况：在一次
讲座活动中，前后排分别有１１，１２个座位，需空出
前排中间的 ３个座位，现安排两名学生分开就座
（即彼此不相邻），有多少种不同的排法［５］？

分析过程：依题意，去掉不可坐的３个座位后
实际可坐的座位共有２０个，两名学生就座有 Ａ２２０
种坐法，其中包含了两人相邻的情况；再将这 ２０
个座位排成一排（ＤＥ相连），如图４所示，将任意
相邻两个座位视为一个整体，则这两人相邻的坐

法有Ａ１１９Ａ
２
２种，需从总数中减去；而这其中又包括

了实际不相邻的两种情况（Ｂ与Ｃ不相邻，Ｄ与Ｅ
不相邻），还应加上２Ａ２２。 因此，不同排法的种数

为Ａ２２０－Ａ
１
１９Ａ

２
２＋２Ａ

２
２＝３４６种。

图４　直排后出现实际不相邻排列情况示意图

解题要点：多排元素排列的问题通常可简化

为一排考虑，然后分段进行研究。但在这其中需

要注意的是，多排转化为一排后会存在实际不相

邻的情况（如前后排的首尾是不相邻的，将其拉

成一排则首尾相连），因此解决此类问题时，需仔

细观察实际情况。

２．７　排列组合混合问题先选后排观察策略
案例七：将５本不同的书分给４人，每人至少

一本书，共有多少种不同的分法？

分析过程：选取 ２本书视为一个整体，共有
Ｃ２５种方法；然后将这１个整体元素和剩余３本书
分给４个人有Ａ４４种方法。根据分步计数原理，共
有Ｃ２５Ａ

４
４种分书方法。

解题要点：面对排列组合混合问题时，可先选

出组合的元素再进行排列，能更好地解决问题。

２．８　小集团问题先整体后局部观察策略
案例八：用１，２，３，４，５组成一个五位数，要求

数字无重复且１，３之间恰有两个偶数，满足条件
的五位数有多少种［６］？

分析过程：两偶数 ２，４恰在 １，３之间，即 １，
２，３，４需作为一个小集团，将集团元素与剩余元
素５进行排列，共有 Ａ２２种排法；而对于该小集团
其排列方法有 Ａ２２Ａ

２
２种。由分步计数原理，共有

Ａ２２Ａ
２
２Ａ
２
２种排法。

解题要点：由整体到局部观察处理小集团排

列问题，后再结合其他策略。

２．９　元素相同问题隔板观察策略
案例九：某高一年级共有 ７个班，现有 １０个

三好学生评选名额，若每班至少评得１名三好学
生，有多少种分配方案？

分析过程：如图５所示，视评选名额为相同的
１０个元素，将其排成一排，相邻元素之间形成 ９
个空隙，要将１０个元素分成７份，只需在９个空
隙中插入６个隔板即可。因此一共有Ｃ６９种分法。

图５　相同名额元素隔板插空排列示意图

解题要点：对于相同元素分配问题，可将其排

成一排采用隔板法处理。如将ａ个相同的元素分
成 ｂ份，每份至少一个元素，先将元素排成一排，
则相邻元素形成（ａ－１）个空隙，再在其中插入（ｂ－
１）块隔板，所有分法数为Ｃｂ－１ａ－１。
２．１０　“至少”“至多”问题排除观察策略

案例十：从４名男同学和５名女同学中任选
３
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３人回答问题，其中，男生和女生至少各 １人，则
不同的选法共有（　　）

Ａ．１４０种　Ｂ．８０种　Ｃ．７０种　Ｄ．３５种
分析过程：可从正向和反向两个方向思考。

正向思考：男生和女生至少一人有两种情况：

男生１名女生２名；男生２名女生１名，故不同的
选法有Ｃ２５Ｃ

１
４＋Ｃ

１
５Ｃ
２
４＝７０种。

逆向思考：男生和女生至少一人的反面就是

只选男生或女生，故不同的选法共有Ｃ３９－Ｃ
３
４－Ｃ

３
５

＝７０种，选Ｃ。
解题要点：在面对“至少”“至多”排列组合问

题时，排除法会使问题更为简单明了。这类问题

从正面考虑往往比较复杂，这时可求出它的反面，

再从整体中排除。

２．１１　平均分组问题除法观察策略
案例十一：将 ６人平均分成 ３组共有多少

分法？

分析过程：每次选 ２人，分 ３步得 Ｃ２６Ｃ
２
４Ｃ
２
２种

分法，由于分步分组时有一个先后顺序，便对同一

种情况进行了重复计数。如设这 ３组分别为 Ａ，
Ｂ，Ｃ，那么对于（ＡＢＣ）这种分法，在 Ｃ２６Ｃ

２
４Ｃ
２
２中有

（ＡＣＢ），（ＢＣＡ），（ＢＡＣ），（ＣＡＢ），（ＣＢＡ）与其属
于同一种情况，每种分法有 Ａ３３种重复计数情况，
故共有Ｃ２６Ｃ

２
４Ｃ
２
２／Ａ

３
３种分法。

解题要点：在平均分组问题中，其排列的先后

顺序不同，但都为同一种情况，所以在均分组后，

要除以均分组数（ｎ组）的全排列数 Ａｎｎ，以避免重
复计数。

２．１２　复杂问题穷举观察策略
案例十二：方程 ａｙ＝ｂ２ｘ２＋ｃ中的 ａ，ｂ，ｃ∈

｛－３，－２，０，１，２，３｝，其中ａ≠ｂ≠ｃ，在方程所
表示的所有曲线中，有多少条不同的抛物线（　）

Ａ．６０条　　Ｂ．６２条　 Ｃ．７１条　　Ｄ．８０条
分析过程：先将方程ａｙ＝ｂ２ｘ２＋ｃ变形，得ｘ２

＝ａ
ｂ２
ｙ－

ｃ
ｂ２
，由抛物线的性质可知ａ≠０，ｂ≠０，

因此ａ，ｂ有－３，－２，１，２，３这５种取值情况：

（１）若ｂ＝－３，

ａ＝－２，ｃ＝０，１，２，３
ａ＝１，ｃ＝－２，０，２，３
ａ＝２，ｃ＝－２，０，１，３
ａ＝３，ｃ＝－２，０，１，２





















（２）若ｂ＝３，　

ａ＝－２，ｃ＝０，１，２，－３
ａ＝１，ｃ＝－２，０，２，－３
ａ＝２，ｃ＝－２，０，１，－３
ａ＝－３，ｃ＝－２，０，１，２





















以上两种情况下，抛物线有９条是重复的，故
共有１６＋７＝２３条；同理可列出，当ｂ＝－２，或２时，
共有２３条；当ｂ＝１时，共有１６条。综上，共有２３
＋２３＋１６＝６２种。

解题要点：对于复杂条件下的排列组合问题，

按公式计算不容易，使用穷举方法或绘制树形图

则会化难为易得到清晰的结果。

３　数学观察能力的应用与培养思考
３．１　感知解题过程，培养观察的关注性

解题过程是一个概念操作和思维操作的过

程。学生在解题时要先明确题目背后的概念或原

理，并理清概念或原理之间的联系，用清晰的思维

来描述分析解决问题的详细过程。在观察问题时

需注意：（１）要确定观察的目的，即要得到一个什
么样的观察结果，使注意力围绕目标任务进行；

（２）在观察时要注意区分对象和背景，以便对事
物有更清晰的了解；（３）由整体到局部观察学习
对象，从整体认识再到各部分之间的联系，并建立

对有关学习对象的一个清晰框架；（４）在观察过
程中，把握对象的本质特征，对概念有正确认识；

（５）将观察得出的结果保存在长时记忆中，并且
对各环节做好记录；（６）提高观察品质，培养观察
兴趣，坚持观察习性。

３．２　激发学习兴趣，培养观察的习惯性
兴趣是一种具有倾向性的、表现最为直观和

活跃的心理特征。托尔斯泰说过，成功的教学需

要学生的兴趣。当学生对某种事物感兴趣时，他

们会积极主动地去观察和探索它，从而理解事物

的本质特征。

在中学数学问题解决教学中，激发学生观察问

题的兴趣并不难，但对解题的观察形成长期的兴趣

且自然形成一种习惯并不容易。培养积极的探究

精神和良好的观察习惯，比掌握众多的学术知识更

重要。当学生或教师对观察有了浓厚的兴趣，并已

形成一种习惯，他们在解题过程中所遇到的种种困

难和阻碍都能迎刃而解，并将观察进行到底。

３．３　注重学习策略，培养观察的方法性
在中学数学解题教学之前，首先要求学生进

４
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行必要的知识准备。例如，学生在学习排列组合

一章中的乘法原理时，应事先熟悉加法原理及解

题策略，只有这样，当解题需要用到乘法原理时，

他们对于问题的观察、比较及学习会得到一个更

好的效果［７］。其次，教师要指导学生循序渐进地

进行观察。一些中学生解题时，容易被自己感兴

趣的事物所吸引，从而忘记原本观察的目的和任

务，因此，教师有必要引导学生的程序性观察。再

次，要引导学生在观察时对问题加以区分和思考。

良好的观察品质有助于学生发现细小而有价值的

事实，教师要引导学生动脑筋思考，并注意每个微

小细节，对其提出问题并尝试解答问题。最后，应

引导学生做好观察和总结工作。总结的形式可分

书面和口头的，除了书面记录外，书面观察结果和

结论还可以附有图表、图样。
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