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最优化方法实践课程教学的一个案例 ①
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摘　要：最优化方法课程具有较强的实用性，对该课程实践教学现状进行了分析，阐述了实践教学的必要性，提出案

例教学的重要性和可行性。通过一个实践教学实例分析案例教学，说明独立设置上机实验，通过老师指导，以学生为主

体的案例教学，能有效发挥学生学习的主观能动性。
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最优化方法作为应用数学专业一门核心专业课程，具有较强的理论性和实用性。该课程的实践教

学环节对培养大学生运用数学知识解决实际问题的能力起着十分重要的作用。为全面提高应用型、创

新性人才培养质量，本文对最优化方法实践教学现状进行分析，阐述实践教学的重要性和案例教学的可

行性，通过一个教学案例的实施过程探索改革实践教学内容和教学方法。

１　最优化方法实践课程教学的重要性
最优化方法是一门理论性和实用性很强的专业课程，它研究如何在所有可行方案中搜索出最优方

案［１，２］。该课程中所涉及到的优化方法在诸多领域中得到了广泛的应用［３］。所以，不仅限于数学专业，

其它以培养应用型人才为目标的工程技术和管理专业开设该课程，使学生掌握优化思想和对实际工程

问题进行优化处理的能力，也是其需要具备的基本素质。

目前国内在最优化方法教学中，较注重一些经典的优化算法学习，在实践教学中也是算法验证性实

验。但是，近些年随着科技的进步，实际工程中遇到的优化问题也越来越复杂，随之最优化方法也得到

了迅速的发展，应用也越发灵活，课本中所列的经典优化方法已不能满足工程需要。现代优化算法如遗

传算法、模拟退火法、粒子群算法、蚁群算法等发展已较为成熟，也在很多工程领域中得到了广泛的应

用［４］。但是，大多最优化方法教材并未列写这些相关内容，在实际教学中也很少涉及，一般在研究生课

程中才会有所体现。为了顺应应用型人才培养目标，作者认为应在教学过程中适当补充一些现代优化

方法的学习，侧重在实践教学中使学生掌握算法的应用方法和软件的使用。

实践教学是能够让学生从工程的角度理解优化思想的重要环节。实践教学不但能加深对所学理论

知识的理解，而且能提高理论联系实际，解决工程问题的能力。另外，通过实践教学，用现代化技术手段

将优化理论和问题解决一同展示，对提高学生学习兴趣和积极性无疑是有帮助的。实践教学要求学生

熟练掌握一门高级语言，然而，语言是其面临的一大难题，这也正说明了实践课程教学的重要性。

面对解决工程中的优化问题，需要首先将现实问题模型化，这一点能够培养学生自主分析问题和将

优化问题转化为数学模型的能力。所以，筛选合适的案例是实践教学的首要任务。为了让实践教学发
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挥出更好的效果，案例要突出较强的实战性，同时，要紧密结合所学优化方法。另外，案例要兼顾难易度

适中，并具有挑战性，还要具有互动性，这样才能激发学生学习探索的积极性。

２　一个实践教学案例
车辆路径问题（ＶｅｈｉｃｌｅＲｏｕｔｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍ，ＶＲＰ）是由 Ｄａｎｔｚｉｇ和 Ｒａｍｓｅｒ于１９５９年首次提出的，属于

完全ＮＰ问题，该问题在最优化、物流管理、计算机等领域中得到了广泛的关注和研究［５］。该问题背景

清晰、易懂且具有针对性和实战性，所以，在最优化方法实践教学过程中选择该问题作为一个案例。

２．１　车辆路径问题描述与模型
一般地，车辆路径问题可描述为：对一系列发货点或收货点，组织适当的行车路线，使车辆有序地通

过它们，在满足一定的约束条件下，达到一定的目标。例如，有一个中心仓库，拥有Ｋ辆车，第 ｋ辆车的
最大载重量或容量记为ｑｋ（ｋ＝１，２，…，Ｋ），负责向Ｌ个需求点配送货物，第 ｉ个需求点的货物需求量为
ｇｉ（ｉ＝１，２，…，Ｌ），且ｍａｘｇｉ"ｍａｘｑｋ；ｃｉｊ表示车辆从需求点ｉ到需求点ｊ的配送成本（距离、费用或时间）。
求满足需求的成本最小的车辆行驶路径。

引入变量ｙｋｉ＝
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，将中心仓库编号为０，需求

点编号为１，２，…，Ｌ。则建立数学模型：
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２．２　有时间窗的车辆路径问题描述与模型
如果在上述车辆路径问题中，增加一种约束，即完成需求点 ｉ的货物配送必须在时间窗口［ＥＴｉ，

ＬＴｉ］需完成，且需要的时间为Ｔｉ，其中ＥＴｉ表示为需求点ｉ配送的最早开始时间，ＬＴｉ表示为需求点ｉ配送
的最迟开始时间。如果车辆到达需求点ｉ的时间早于ＥＴｉ，则车辆需要等待，增加了时间成本；如果晚于
ＬＴｉ到达，则需支付一定的罚金，增加了配送成本。那么，这种考虑了配送时间约束的车辆路径问题为具
有时间窗的车辆路径问题（ＶｅｈｉｃｌｅＲｏｕｔｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈＴｉｍｅＷｉｎｄｏｗｓ，ＶＲＰＴＷ）。

以ｔｉ表示车辆到达第ｉ个需求点的时间，ｐＥ表示提前到达的单位时间等待成本，ｐＬ表示延迟到达的
单位时间惩罚成本，则具有时间窗约束的车辆路径问题模型中目标函数为
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约束条件与（１）相同。从模型（１）（２）易知，当ＥＴｉ＝０，ＬＴｉ→∞时，（２）等价于（１）。

３　教学分析
在最优化方法理论教学内容中，我们补充学习了现代优化算法（粒子群算法，遗传算法），并且熟悉

了这两种算法的用于求解无约束优化问题的软件操作和编程实现。然后，提出车辆路径问题，作为单独

的上机实验环节要求用粒子群算法进行解决。具体操作如下：
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ａ．编码
定义 映 射 ｆ：Ａ→ Ｂ，其 中 Ａ＝｛Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＫ＋Ｌ－１）｜ｘｉ∈ ［－１，１］｝，Ｂ ＝

１，２，…，Ｌ，０，…{ ０
Ｋ－１

{ }构成的所有排列 。对Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＫ＋Ｌ－１）中的元素从大小排位，记录其位置序号

分别为ｌ１，ｌ２，…，ｌＫ＋Ｌ－１，这些数字排序决定了元素 １，２，…，Ｌ，０，…，０在Ｙ中的顺序，Ｙ∈Ｂ。即，ｉ（ｉ＝
１，２，…，Ｌ）是Ｙ中第 ｌｉ个元素，Ｙ中第 ｌＬ＋１，…，ｌＬ＋Ｋ－１个元素全为０。该编码方法蕴含了问题（１）（２）满
足第２，３，４个约束条件。

ｂ．构造适应值函数

为了处理第一个约束条件，构造惩罚项 Ｍ∑
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于ＶＲＰＴＷ构造适应值函数为
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其中Ｍ是充分大的数。显然，（３）中令ｐＥ＝０，ｐＬ＝０便是ＶＲＰ的适应值函数，其完全可用Ｌｉｎｇｏ解决。
ｃ．算法步骤
第１步：初始化参数 Ｋ，Ｌ，Ｎ，ｗ，ｃ１，ｃ２，Ｍ，最大迭代次数 Ｎｍａｘ，粒子群 Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，

ｘｉ，Ｋ＋Ｌ－１）和初始速度Ｖｉ＝（ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉ，Ｋ＋Ｌ－１），ｉ＝１，２，…，Ｎ，其中－１≤ｘｉｊ≤１；
第２步：按照ａ中的编码方法将Ｘｉ映射到 Ｙｉ∈Ｂ，ｉ＝１，２，… ，Ｎ；
第３步：根据（３）计算 Ｙｉ点的适应值；
第４步：根据 Ｙｉ的适应值，修改个体最优Ｐｉ和全局最优Ｐｇ；
第５步：根据粒子群算法迭代式更新粒子的位置；
第６步：判断终止条件是否满足，是，停止迭代并输出Ｐｇ；否，返回到第２步。
解决该问题具有挑战性，首先需要编码，这一步能加深学生了解相应算法；然后需要构造适应值函

数，这一步能促使学生深入了解罚函数法处理约束条件；最后需要按照算法的步骤构建解决ＶＲＰＴＷ的
算法，这一步骤能够使得学生进一步深入熟悉算法的结构和在组合优化问题中的使用方法。

在教学过程中，有的学生利用Ｌｉｎｇｏ软件解决了ＶＲＰ，在解决ＶＲＰＴＷ中遇到了困难。大多数同学
能够在实验中通过团队协作，完成基本粒子群算法程序的修改，从而成功解决该问题。

４　结语
最优化方法课程中应用案例进行教学，取得非常好的效果。以学生为主体，通过对问题分析、建模、

解决实现的过程，进行了师生间的互动。在老师的引导下，使得学生充分发挥其主观能动性，不但能提

高分析问题，建立模型，解决问题和编程的能力，而且能够充分发掘学生的创新潜能。本文首先分析最

优化方法实践课程教学现状，说明实践教学在提高学生分析问题和解决问题能力中扮演重要角色，列举

一个案例旨在阐述最优化方法实践课程教学的一个可操作方法。
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