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数学分析课程中的开放型问题 ①

王卫兵，唐　唯
（湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：数学开放题是一种较新的题型，有很多的优点。在数学分析课程教学过程中，立足教材，适当地编制开放型
问题，进行开放型问题教学，有利于激发学生学习兴趣，提升教学效果。
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　　数学分析课程是普通高校数学专业最重要的专业主

干课程，是多门后续分析类课程的基础，如常微分方程、

复变函数、实变函数、泛函分析，为其提供必要的基础知

识、方法与技巧。其特点是体系严密，知识容量大，逻辑

性强，应用广泛。数学分析中概念、定义、公式、定理、方

法技巧众多，蕴含着丰富的数学思想方法。目前，数学分

析的教学在模式上注重概念、定理、公式的讲解，通常主

要结论按照一定模式进行论证和解答，比较忽视启发学

生自己去发现问题、提出问题、解决问题。

数学开放题是上世纪７０年代发展起来的一种新题

型，在一定条件下探索不明确结论，或由给出的结论探索

使结论成立的条件［１］。在开放型问题中，条件可能不完

善，需要补充；或满足结论的条件有多种；或结论不唯一；

或解决问题的方法不唯一。开放型问题的答案常常不确

定，没有固定的解题模式，思维发散性大，这种特性决定

了教师无法采用灌输式教学，学生必须积极参与，主动地

进行探索。数学开放型问题的教学有利于培养学生的数

学意识、分析能力、综合能力、抽象能力、推理能力；有利

于培养学生的探索精神和创新能力。

数学分析教材中众多的定理、命题、习题，一般由确

定的条件导出确定的结论。但许多命题、习题可加以改

编成为开放型问题。在教学过程中，立足教材，适当地编

制开放型问题，进行一些开放型问题的训练，可大大提升

教学效果。

１　隐藏原命题的部分条件，反向探求新条件
得到某一结论的条件通常不是唯一的。隐藏部分条

件，探索使结论成立需添加的因素，可将原题改编为开放

问题。

例１　数列收敛的充要条件是它的所有子列都收敛。

将该命题中的充分条件减弱便可得到若干开放问题。

问题１　数列 ｛ａｎ｝的子列 ｛ａ２ｎ｝，｛ａ２ｎ－１｝都收敛。

在什么条件下，数列｛ａｎ｝收敛？

问题２　数列｛ａｎ｝的子列｛ａ３ｎ｝，｛ａ３ｎ－１｝，｛ａ３ｎ－２｝都

收敛。在什么条件下，数列｛ａｎ｝收敛？

也可考虑上述问题的反面。

问题３　求一发散数列 ｛ａｎ｝，其收敛子列的极限都

相等。

例２　（原题）已知函数 ｆ∈ Ｃ［０，１］，且 ｆ（０）＝

ｆ（１），则存在ｒ∈（０，１）使得ｆ（ｒ＋０．５）＝ｆ（ｒ）．

问题４　函数ｆ满足什么条件时存在ｒ∈Ｒ使得ｆ（ｒ＋

０．５）＝ｆ（ｒ）？

２　拓展已有的结论
数学分析课程中很多命题、习题蕴含着丰富的信息。

通常教师、学生解完题后就不再深入地思考还能得到什

么样的结论。将其结论进行拓展，深挖，进一步探索新的

结论，可得到某些开放型问题。

例３　 （原题）已知 ｆ′（ａ） ＝ Ａ存在，求极限

ｌｉｍ
ｈ→０
ｈ－１（ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ））。

问题５　若ｌｉｍ
ｈ→０
ｈ－１（ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ））＝Ａ存在，问极

限ｌｉｍ
ｈ→０
ｈ－１（ｆ（ａ＋２ｈ）－ｆ（ａ－ｈ））是否存在？若存在，其值

等于多少？

例４　拉格朗日中值定理：设函数 ｆ在闭区间 ［ａ，ｂ］
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内连续，在开区间（ａ，ｂ）内可导，则存在 ｒ∈ （ａ，ｂ）使得

ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）＝ｆ′（ｒ）（ｂ－ａ）．

上述定理中仅仅肯定了ｆ的存在性，对这样的 ｆ的个

数信息不明。我们可以问：

问题６　在什么条件下，中值定理中的ｆ的个数是１，

是２，甚至是ｆ个？

问题７　设函数ｆ在闭区间［ａ，ｂ］内连续，在开区间

（ａ，ｂ）内可导，ｒ∈ （ａ，ｂ），是否存在不同的两点 ｓ，ｔ∈

［ａ，ｂ］使得ｆ（ｓ）－ｆ（ｔ）＝ｆ′（ｒ）（ｓ－ｔ）？在什么情形下是

存在的？

３　改变条件，探索新结论
命题或习题条件的变化，其结论也随之变化。适当

变化相关的条件，　引导学生探求对结论的影响，有利于

开阔学生思路，巩固所学知识。

例５重要的极限ｆ（ｘ）＝（１＋ｘ）ｘ－１→ｅ（ｘ→０）．很

显然函数ｆ是幂指数函数，其底

的极限为１（ｘ→０），指数的极限为∞（ｘ→０）．考虑

更一般的幂指数函数ｈ（ｘ）ｇ（ｘ）．

问题８若ｈ（ｘ）→１，时，ｈ（ｘ）→１，ｇ（ｘ）→∞．幂指

数函数ｈ（ｘ）ｇ（ｘ）的极限是否存在？存在时为多少？

例６　当ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）时，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）与ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）是

等价无穷小量。于是当ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）时，ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）是无穷

小量，则 ｓｉｎｆ（ｘ）时，ｓｉｎｆ（ｘ）与 ｆ（ｘ），ｓｉｎｇ（ｘ）与 ｇ（ｘ），

ｓｉｎｆ（ｘ）＋ｓｉｎｇ（ｘ）与ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）都是等价无穷小量。

问题９　 除ｆ与ｆ这一对等价无穷小量外，有其他的

等价无穷小量有类似的性质吗？

例７罗尔定理。当函数满足罗尔定理中三个条件

时，其结论成立，但三个条件不是必要的。

问题１０删除三个条件中的 ｆ在闭区间 ［ａ，ｂ］内连

续，这时函数 ｆ可能在端点处无定义，对应的将 ｆ（ａ）＝

ｆ（ｂ）减弱为ｆ（ａ＋０）＝ｆ（ｂ－０），问罗尔定理的结论仍成

立吗？

４　用实际问题表现数学命题
数学分析中很多概念、定义有深刻的实际背景。从

广义上讲，数学分析中的基本概念：函数、极限、导数、微

分、定积分、重积分、曲线积分、曲面积分等都可看成数学

模型。一些问题从实际背景出发，要求学生进行设计数

学模型求解，便可得到开放型问题。这样不仅易于激发

学生的学习兴趣，也有利于培养学生的探索精神和创新

能力，提高数学素养。

例７　连续函数的介值定理。

问题１１　一人早６点从山脚Ａ处上山，晚１８点到山

顶Ｂ处；第二天，早６点从 Ｂ处下山返回，晚 １８点到 Ａ

处。问是否存在一时刻，这两天都在这一时刻达到同

一点？

上述各例中问题１、问题２、问题４需要探求使结论成

立的条件，其条件有很多种，有难有易，属于条件开放型

问题；问题３、问题８、问题９的结论不唯一，属于结论开放

型问题；问题６、问题７条件与结论都需要探索，属于综合

开放型问题。问题５、问题９、问题１０需要综合应用所学

内容，属于存在开放型问题［２－５］。不论哪一种开放型问

题均需要学生积极参与，独立地探索，观察、类比、分析、

归纳、猜想。因此，在数学分析教学中可适当选用开放型

问题教学，提供让学生操作、研究和讨论的机会。为了更

好地适应这种教学模式，数学分析课程教学中要注重教

学内容的内外结合，强调数学的实际背景和现实模型，展

现知识的形成过程，让学生尽可能多地参与到知识的发

现、思维探求过程。

当然，数学分析课程中，并不是所有的内容都适合开

放型问题教学。另外，开放型问题的教学耗时一般较多，

适合在习题课上或以课后作业的形式进行。

参考文献：

［１］张奠宇．数学教育学导论［Ｍ］．北京，高等教育出版

社，２００３．

［２］万洪波．浅议数学的开放型题型［Ｊ］．南昌教育学院

学报，２００２（１７）３６－３７．

［３］张士勤．数学分析中“开放型问题教学”浅析［Ｊ］．南

都学坛（自然科学版），１９９５（６）６０－６１．

［４］李祥兆．数学开放题的评分方法初探［Ｊ］．宁波大学

学报（教育科学版），２００７（２）６２－６５．

［５］李　华．数学开放型题型与解法探析［Ｊ］．数学学习

与研究（教研版），２００７（１）５５－５６．

（责任校对　王小飞）

８４


