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结构位移计算中复杂图形图乘法技巧探析 ①

孙洪鑫，汪建群
（湖南科技大学 土木工程学院，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：以结构力学位移计算中复杂图形图乘法为背景，分析了图乘法的三个应用条件，总结了复杂图乘法的常用
方法。以线荷载作用下悬臂梁中点竖向位移和变刚度悬臂梁端点竖向位移的两个计算实例，分析了构造标准抛物线图

形的技巧，总结了图乘法分段图乘、加减相伴的图乘原则，对复杂图形图乘法的计算效率大大提高。
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１　图乘法的基本公式
结构力学单位荷载法计算位移的一般公式中，由积

分法计算梁或刚架杆件的结点或截面位移。若积分法满

足如下三个条件：其一，杆件是直杆；其二，截面抗弯刚度

ＥＩ为常数；其三，两个图形中至少有一个是直线图形时，
可以采用图乘法求解结点或截面位移［１－２］。图乘法的应

用简化了位移计算求解过程，减少了计算量。图乘法的

发明是由当时为莫斯科铁路运输学院的学生 Ｖｅｒｅｓｈｃｈａ
ｇｉｎ于１９２５年提出，该方法后以他的名字被命名为韦列夏
金规则。位移积分法简化为图乘法的公式如式（１），具体
推导过程参见文献［３－４］。

∫
Ｂ

Ａ

ＭｉＭｋ
ＥＩｄｓ＝

１
ＥＩωｙ０ （１）

式中，Ｍｉ，Ｍｋ中至少有一个图形是直线的弯矩图，ＥＩ是截
面抗弯刚度且为常数，Ａ，Ｂ是杆件积分区间，ｄｓ是截面微
段，ω是曲线弯矩的面积（若两弯矩图均为直线，可任取），
ｙ０是曲线弯矩图的形心位置对应直线弯矩图的纵坐标。

２　复杂图乘法分析
结构力学教材中给出一般图乘法总结如下：

（１）一个弯矩图形是曲线，一个是直线，纵坐标 ｙ０应
在直线中量取。

（２）两个弯矩图形均是直线，弯矩面积ω和纵坐标ｙ０
可以取自其中任一图形。

（３）一个图形是曲线，另一个图形是由几段直线组成
的折线，应分段计算，但要注意求解分段曲线面积时，能

否利用标准抛物线公式。

（４）杆件各段有不同的ＥＩ，则应在ＥＩ变化处分段，再
进行图乘。

（５）两个图形均是梯形时，如图１所示，可以直线采
用式（２），

Ｓ＝ ｌ６（２ａｃ＋２ｂｄ＋ａｄ＋ｂｃ） （２）

式中括号内ａ，ｂ，ｃ，ｄ同侧为正，异侧为负。特殊情况一个
梯形为三角形，式（２）的 ａ，ｂ，ｃ，ｄ中一项为 ０，问题得以
简化。

（６）一个弯矩图为非标准抛物线，一个是直线形，可
以分解为（１）和（５）情况的叠加。

图１　梯形弯矩叠加图乘

上述６种情况是图乘法常用方法，具体求解结构位移
时，可采用其中的一种或多种情况相配合，合理利用上述

情况，是避免图乘错误的关键。如求图２（ａ）中点竖向位移
时，除了文献２介绍的两种方法外，还有考虑把 珚Ｍ１三角形
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弯矩图形延长至Ｂ端，具体计算过程见第三节内容。

３　复杂图乘法实例分析
任何图乘法复杂图形均可分解或构造成几个简单图

形。本节分析两个实例，扩展对图乘法应用与理解；

实例一，求解图２（ａ）中点竖向位移，（ＥＩ＝常数）
除文献４介绍的两种方法外，还可以采用延长 珚Ｍ１弯

矩图形的方法。图２中Ｍｐ弯矩图分解为ω１和ω２，ω１沿
整个ｌ长度为标准二次抛物线，对应形心位置为 ｙ１；同样

ω２沿右端ｌ／２长度为标准二次抛物线，对应形心位置为
ｙ２；两者所得位移相减，即为ΔＣ的竖向位移，如式（３）。
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图２　悬臂梁中点位移求解示意
实例二，求解图３（ａ）Ｂ点竖向位移，（沿杆件各段ＥＩ

不同）

图３　变刚度悬臂梁端点位移求解示意

　　由于沿直杆 ＥＩ不同，常用方法必须采用分段图乘。
但由图３（ｂ）图，ＡＣ段弯矩图为非标准二次抛物线，该图
形的形心位置不易确定。目前掌握的方法有两种：一种

是分段叠加法，对ＡＣ段的 Ｍｐ图分解为一个梯形图与一
个标准二次抛物线图的相减；另一种是荷载分解形式，即

ＣＢ段荷载传递至 ＡＣ段的荷载分解为：一个竖向集中力
ｑｌ／２，一个Ｃ端点的集中力偶ｑｌ２／８，则ＡＣ段的弯矩图即
可分解为一个矩形图、一个三角形和一个标准抛物线图。

除上述两种方法外，结合实例分析一方法，该题可采用图

乘减法分析法进行端点位移求解。ＡＣ段的抗弯刚度
ｋＥＩ，与ＣＢ段的ＥＩ统称按ｋＥＩ处理，相当于把ＣＢ段的ＥＩ
提高了ｋ倍，然后再加上ＣＢ段未提高刚度部分引起的结
构位移，如式（４）。
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式（４）计算过程比上述两种方法简单，使复杂的图形计算
效率提高且易理解。

４　结　语
结构位移计算的图乘法是求梁及刚架最常用的方

法，也是超静定结构力法求解的基础。利用图乘法时必

须掌握三个应用条件，同时应熟练运用图乘法技巧。本

文采用了一种分段图乘，加减相伴的原则分析法，有效构

造了图乘法中的标准面积与形心的位置，使图乘计算效

率得以提高，且概念易于理解。
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