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量子力学中的傅利叶变换解析 ①

邵希吉，侯章林，何林李
（温州大学 物理与电子信息工程学院，浙江 温州３２５０３５）

摘　要：量子力学作为现阶段物理研究的基础学科，其重要性不言而喻。但国内很多教材对傅利叶变换的本质及其具
体的物理图像总是三言两语一笔带过，这种情况使得初学者对傅利叶变换的理解只存在于表面，而对其本质的含义似是而

非，从而增加了在量子力学以后内容学习的难度，因此，对傅利叶变换的本质讨论和物理图像的分析成为了必需。针对这

种情况，本文对傅利叶变换本质含义和物理图像进行了详细的讨论，并以经典的例子为例进行实际论证，总结出了完整易

懂的傅利叶变换物理图像。
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　　量子力学是物理学专业中理论性极强的一门基础理

论课程，它要求学生有扎实的数学和物理学的基础知识及

建立数学物理模型的头脑，建立相应的物理图像对知识点

进行系统的理解，要求学生有极强的抽象思维能力。由于

量子力学研究的是微观系统的理论，也就是说它研究的是

看不见摸不着的粒子的运动状态。这样使得学习量子力

学的理论知识的难度加大，对于初学者尤甚。但是，伴随

着物理学研究深度的不断发展、技术应用方面的研究不断

进步，在技术应用领域的作用中，量子力学作为现代科学

技术研究的基础理论的重要性已经完全的凸显出来，如现

在进展比较喜人的量子器件和量子信息技术的研究［１－３］、

有望代替传统半导体对计算机进行技术改革的碳纳米管 ｐ

－ｎ特性的研究［４－５］、低维材料生长中的理论研究［６－７］、在

医学领域中的应用［８－１０］等。这些无疑都见证了量子力学

的重要性，这就要求研究者要有扎实的量子力学基础知

识。但是，由于量子力学的学习对初学者的数学功底和抽

象思维及逻辑思维能力要求较高，所以，对于如何有效地

学习量子力学便成了一个难题，笔者在初学时也遇到了相

应的理解性的问题，纵观国内比较经典的几本本科生量子

力学教材，如曾谨言、苏汝铿、周世勋等编著的教材中，对

量子力学的基本框架都进行了逻辑上的严格推导，具体地

描述了量子力学的理论框架，但是，并没有对其理论构造

的物理图像进行相应的分析［１１－１３］。因此，初学者在学习

过程中往往理解得似是而非，学习过程极为缓慢，需要花

费大量的时间，往往不能完成量子力学的教学任务。

在基础量子力学中，包含了很多重要的板块，而傅利

叶变换作为其基础框架中的一个基本理论思想，其地位不

言而喻。因为它不仅涉及了 δ函数的理解、初步的表象变

换、态叠加的应用等，而且在后来对态叠加和表象变换的

严格推导的学习理解中也处于一个基础的作用。所以其

对初学者来说是一个很难于理解的知识，往往不能得到灵

活的运用，但是国内的教材对其本质含义及应用都没有具

体的介绍，这对初学者来说不能不说是一个障碍。本文主

要针对傅利叶变换的本质及其物理图像进行具体分析，并

简要地论述了在傅利叶变换基本理论思想中应用到的一

些量子力学的理论基础，即表象、态叠加等，为了有一个深

刻的理解，笔者通过经典的习题进行具体的讨论，以加深

和提高初学者在初步学习时的理解与应用能力，也为随之

而来的其它的理论推导做好铺垫。

一　傅利叶变换由来及物理图像
傅利叶变换的变换式为

ψ（珒ｒ）＝ １
（２π）

３
２
∫φ（珒ｐ）ｅｘｐ ｉ


珒ｐ·珒( )ｒｄ３ｐ （１）
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上式中的变换涉及了两个量，初步的定义为平面波

ψ（珒ｒ）以波幅φ（珒ｐ）展开。进一步分析可以发现，第一个量

ψ（珒ｒ）为坐标表象（即以坐标为基础变量）下的粒子状态波

函数，第二个量φ（珒ｐ）为动量表象下的表示。由此可见，傅

利叶变换的本质为坐标表象下的状态波函数与动量表象

下的表示之间的转化，为两个表象间的转化。下面将对这

个转化的由来进行具体的分析。

在普遍的情况下，我们对物质的波动都是用坐标表象

下的状态波函数 ψ（珒ｒ）进行描述，它反映了在空间坐标中

波动物质的运动状态，当然，由于量子力学描述微观粒子

的特性，则ψ（珒ｒ）在量子力学中表现出的性质为反映微观

物质运动的一种统计规律，其具体性质这里不作相应的介

绍。既然物质的这个规律可以由空间坐标来描述，那么我

们也可以相应的利用其他的变量来对其进行描述。这里

我们以物质的动量为基础来描述其规律。那么，以动量为

基础来描述物质的统计规律，首先我们就需要找到在动量

下的本征函数。这就需要借助于由狄拉克所定义的 δ

函数。

由于波函数的归一性，在定义表象相应的本征波函数

时需要应用 δ函数进行归一化，坐标表象的 δ表达式表

达为

δ（ｘ－ｘ０）＝
１
２π∫

＋∞

－∞
ｄｋｅｉｋ（ｘ－ｘ０） （２）

上式为坐标关系式，同时有 ｋ＝ｐｘ／，则 ｄｋ＝ｄｐｘ／，于是

上式可以改写为δ（ｘ－ｘ０）＝
１
２π∫

＋∞

－∞
ｄｐｘｅ

ｉ
ｐｘ（ｘ－ｘ０），对其做

代换，ｐｘｘ，ｐ′ｘｘ０。则有动量的δ表达式

δ（ｐｘ－ｐ′ｘ）＝
１
２π∫

＋∞

－∞
ｄｘｅ

ｉ
ｘ（ｐｘ－ｐ′ｘ）。 （３）

于是，利用式（３）讨论动量表象下的本征函数有下面的

关系

δ（ｐｘ－ｐ′ｘ）＝∫
＋∞

－∞
ｐ′ｘ（ｘ）ｐｘｄｘ， （４）

上式中，φｐｘ（ｘ）为ｔ＝０的波函数，它在随时间变化波函数

中表达为ψｐｘ（ｘ，ｔ）＝φｐｘ（ｘ）ｅｘｐ（－
ｉ

Ｅｘｔ）＝Ａｅｘｐ（

ｉ

（ｐｘｘ

－Ｅｘｔ）），其中Ｅｘ＝
ｐ２ｘ
２ｍ。将上式带入式（４）中，并利用动量

的δ表达式（３），可得Ａ２２πδ（ｐｘ－ｐ′ｘ）＝δ（ｐｘ－ｐ′ｘ）。由

此，得到动量本征函数为 ψｐｘ（ｘ，ｔ）＝
１
２π槡 
ｅｘｐ（ｉ


（ｐｘｘ－

Ｅｘｔ）），这是在一维情况下的动量本征函数，相比较可知，

三维情况下的动量本征函数为

ψ珒ｐ（珒ｒ，ｔ）＝
１

（２π）
３
２
ｅｘｐ（ｉ


（珒ｐ·珒ｒ－Ｅｔ））， （５）

相应于一维的情况，式中Ｅ＝
珒ｐ２
２ｍ。

在得到了动量本征函数的情况下，可以利用动量本征

函数为基矢的表象，对粒子的状态进行描述。这个描述与

利用坐标本征态为基矢的表象对粒子进行的描述是等效

的。因此，根据态叠加原理［１４］，可以认为，在以动量本征函

数为基矢描述粒子状态中，粒子的状态ψ（珒ｒ，ｔ）由 珒ｐ取各种

可 能 值 的 本 征 函 数 的 线 性 叠 加，即 ψ（珒ｒ，ｔ） ＝

∑
珒ｐ
φ（珒ｐ）ψ珒ｐ（珒ｒ，ｔ）。由于 珒ｐ是连续变化的，所以求和应该由

积分代替，于是得 ψ（珒ｒ，ｔ）＝∫φ（珒ｐ）ψ珒ｐ（珒ｒ，ｔ）ｄ珒ｐ，式中的 ｄ珒ｐ
＝ｄ３ｐ。然后将动量本征函数式（５）带入上式，有

ψ（珒ｒ，ｔ）＝ １
（２π）

３
２
∫φ（珒ｐ）ｅｘｐ（ｉ（珒ｐ·珒ｒ－Ｅｔ））ｄ珒ｐ。（６）

上式为由动量本征函数对粒子状态进行的描述。可以发

现，上式在形式上与式（１）是相同的，即为傅利叶变换。

通过上述分析，我们认为，本质为坐标表象和动量表

象的变换的傅利叶变换由此而来。在此基础上，利用动量

本征函数的正交归一性，可以得到在动量表象下的分布

φ（珒ｐ，ｔ），直接得出傅利叶变换的逆变换 φ（珒ｐ，ｔ） ＝

１
（２π）

３
２
∫
＋∞

－∞
ψ（珒ｒ，ｔ）ｅｘｐ（－ ｉ

珒ｐ·珒ｒ）ｄ珒ｒ。

总结前文，傅利叶变换为通过描述粒子状态的等效

性，利用动量表象对平面波进行展开，从而实现坐标表象

下的状态波函数与动量表象下的表示之间的转化。具体

物理图像如下：在确定傅利叶变换本质的前提下，利用δ的

性质找出坐标表象下的动量本征函数，通过动量本征函数

为基矢的表象即动量表象对平面波函数进行展开，即得傅

利叶变换式，同时，根据动量本征函数的正交归一性，得其

逆变换。

二　经典例子分析
设一维自由粒子初态为 ψ（ｘ，０），求 ψ（ｘ，ｔ）２。［１４］对

于这个例子来说，主要的任务是找出状态 ψ（ｘ，０）随时间

变化的时间项，而波函数中时间项由能量决定，因为 Ｅ＝
珒ｐ２
２ｍ，因而，时间项最终是由动量来决定的。因此，在讨论时

间的时候，必须在动量表象中来进行。所以第一步我们需

要利用傅利叶变换的逆变换将状态的表达转换到动量的

表象中，φ（ｐ）＝ １
２π槡 ∫

＋∞

－∞
ψ（ｘ，０）ｅｘｐ（－ｉ

ｐｘ）ｄｘ，得出零

时刻动量表象下的状态分布。

通过傅利叶变换将状态由坐标表象转化到了动量表

象后，直接可以在此基础上对波函数随时间变化进行讨

论，加上时间项即可。而例子中要求最终的表达需要用坐

标表象的波函数进行描述，所以还需要在此基础上对动量

表象下的状态分布进一步进行傅利叶变换 ψ（ｘ，ｔ）＝

１
２π槡 ？
∫
＋∞

－∞
φ（ｐ）ｅｘｐ（ｉ

（ｐｘ－Ｅｔ））ｄｐ将其转换至坐标表象，

即得坐标表象下随时间变化的波函数，最终将得到的坐标
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表象下随时间变化的波函数进行取模之后再平方，即是例

子的解。

这个例子能很好的说明傅利叶的本质，并对其应用进

行了实践。在仅知道粒子在ｔ＝０时刻的波函数的情况下，

对随时间变化的粒子的状态进行分析，需要确定其由动量

所决定的时间项，那么，就需要利用傅利叶变换式将波函

数变换至动量表象的表示，然后加入时间项，通过其逆变

换转换为经典的坐标表达即可。

三　结　语
本文通过对傅利叶变换的本质进行分析，并在此基础

上，描述出了傅利叶变换的物理图像，并利用经典的例子

对傅利叶变换的应用进行了探讨。

１．对于傅利叶变换，其本质为利用以动量本征函数为

基矢的动量表象对波函数进行描述，其逆变换正好与上述

描述进行互补，从而达到了在动量表象和坐标表象之间相

互转换的目的，以期更灵活的对粒子的状态进行描述。

２．在坐标表象的状态下，利用动量表象进行展开描述，

那么，首先就需要找出对动量表象进行定义的基矢，即动

量本征函数。通过δ函数性质找出动量的本征函数，以其

为基矢进行展开，得到了傅利叶变换式，并利用动量本征

函数的正交归一性，得出其逆变换。

３．对经典例子的分析，得出在仅知道粒子在坐标表象

下零时刻的波函数时，可以利用傅利叶变换及其逆变换对

粒子随时间变化的状态进行探讨。具有很强的实用性。

综上所述，傅利叶变换为表象之间的相互转换，具有

很强的实用性。
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