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换元法求定积分的巧用 ①

林娇燕
（广东水利电力职业技术学院 数学教学部，广东 广州５１０６３５）

摘　要：定积分在积分学中占有重要的位置，也是在生产实践中计算非均匀变化量的一种非常有用的方法，而换元
积分法在定积分的计算中是重点和难点，特别是对于原函数难于求出甚至无法求出的积分更是难上加难。论文总结并

介绍定积分换元积分法的两个定理和四个推论，当有些被积函数的原函数难求甚至无法求出时，可巧妙利用这些定理或

者推论求出定积分。
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在积分学的教学中，有些教师往往会告诉学生定积分的换元法跟不定积分的换元法是一样的，不定

积分怎么求定积分就怎么求［１］１７４［２］１２７，实际上这种说法是不够全面与具体的，以至于会造成学生的困

惑。因为不定积分是原函数族，而定积分是个常量，这是本质的区别。而且有些被积函数的原函数是求

不出来的，因为它们不能用初等函数来表达，学生对这部分题求不定积分往往就无法求解，但如果是求

定积分，有些题就不一定必须求出原函数，可以用以下几个公式，通过适当换元后求出定积分。

１　主要结论及其证明
定理１［３］２５４　设ｆ（ｘ）在 －ａ，[ ]ｂ上可积，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝１２∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ－ｘ[ ]）ｄｘ。

证明：令ｘ＝ａ＋ｂ－ｕ，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝－∫

ａ

ｂ
ｆ（ａ＋ｂ－ｕ）ｄｕ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ａ＋ｂ－ｘ）ｄｘ，

故命题成立。

由此定理可以得到以下３个推论。
推论１　设ｆ（ｘ）在 ａ，[ ]ｂ上可积，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ＋ｂ
２

ａ
ｆ（ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ－ｘ[ ]）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ＋ｂ
２
ｆ（ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ－ｘ[ ]）ｄｘ。

证明：若令ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ－ｘ），则
ｇ（ｘ）＝ｇ（ａ＋ｂ－ｘ），

故ｇ（ｘ）关于直线ｘ＝ａ＋ｂ２ 对称，从而由定理１可知命题成立。

推论２　设ｆ（ｘ）在 －ａ，[ ]ａ上可积，则

∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

０
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ[ ]）ｄｘ。
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证明：设ｆ（ｘ）在 －ａ，[ ]ａ上可积，则由推论１得

∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

０

－ａ
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ[ ]）ｄｘ＝∫

ａ

０
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ[ ]）ｄｘ，

故命题成立。

推论３　设ｆ（ｘ）在 －ａ，[ ]ａ上可积，若ｆ（ｘ）为偶函数，则∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝２∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，

若ｆ（ｘ）为奇函数，则∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝０。

证明：设ｆ（ｘ）在 －ａ，[ ]ａ上可积，

若ｆ（－ｘ）＝ｆ（ｘ），则由推论２得∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

０
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ[ ]）ｄｘ＝２∫

ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ。

若ｆ（－ｘ）＝－ｆ（ｘ），则　∫
ａ

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ａ

０
ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ[ ]）ｄｘ＝０，

故命题成立。

定理２　设ｆ（ｘ）在 ａ，[ ]ｂ上可积，则　∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ－ａ
２

－ｂ－ａ２
ｆ（ａ＋ｂ２ ＋ｘ）ｄｘ。

证明：令ｘ＝ａ＋ｂ２ ＋ｕ，则

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ－ａ
２

－ｂ－ａ２
ｆ（ａ＋ｂ２ ＋ｕ）ｄｕ＝∫

ｂ－ａ
２

－ｂ－ａ２
ｆ（ａ＋ｂ２ ＋ｘ）ｄｘ，

故命题成立。

由此定理又可以得到以下推论。

推论４　设ｆ（ｘ）在 ａ，[ ]ｂ上可积，则　∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ－ａ
２

０
ｆ（ａ＋ｂ２ ＋ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ２ －ｘ[ ]）ｄｘ。

证明：根据定理２和推论２得

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ－ａ
２

－ｂ－ａ２
ｆ（ａ＋ｂ２ ＋ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ－ａ
２

０
ｆ（ａ＋ｂ２ ＋ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ２ －ｘ[ ]）ｄｘ，

故命题成立。

２　举例
下面举例说明这些定理和推论的应用，使学生能更好地掌握其方法，起到抛砖引玉的作用。

例１　求定积分∫
２

－２
ｘ（１＋ｘ２００１）（－ｘ－ｘ）ｄｘ。

解：因为ｘ２００２（－ｘ－ｘ）为奇函数，ｘ（－ｘ－ｘ）为偶函数，根据推论３得

∫
２

－２
ｘ（１＋ｘ２００１）（－ｘ－ｘ）ｄｘ＝２∫

２

０
ｘ（－ｘ－ｘ）ｄｘ＝２∫

２

０
ｘｄ（－－ｘ－ｘ）ｄｘ＝

２ｘ（－－ｘ－ｘ[ ]） ２
０－２∫

２

０
（－－ｘ－ｘ）ｄｘ＝２２（－－２－２[ ]）－２（－ｘ－ｘ） ２

０＝－２（３
－２－２）。

一般地，如果积分区间是关于原点对称的，应该首先想到用推论３以简化运算。

例２　计算∫
π

０

π＋ｃｏｓｘ
ｘ２－πｘ＋１００２

ｄｘ。

解：由定理１可知

∫
π

０

π＋ｃｏｓｘ
ｘ２－πｘ＋１００２

ｄｘ＝１２∫
π

０
ｆ（ｘ）＋ｆ（π－ｘ[ ]）ｄｘ＝

π∫
π

０

１
ｘ２－πｘ＋１００２

ｄｘ＝π∫
π

０

１

（ｘ－π２）
２－π

２

４＋１００２
ｄｘ＝

５３
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π １

２ １００２－π
２

槡 ４

ａｒｃｔａｎ
ｘ－π２

１００２－π
２

槡 ４

π

０

＝ ２π
４００８－π槡

２
ａｒｃｔａｎ π

４００８－π槡
２
。

此题难点在于被积函数的分子中含有ｃｏｓｘ，若令

ｆ（ｘ）＝ π＋ｃｏｓｘ
ｘ２－πｘ＋１００２

则ｆ（π－ｘ）＝ π－ｃｏｓｘ
ｘ２－πｘ＋１００２

以上两式相加后可消去ｃｏｓｘ。

例３　计算定积分　∫
３π
２

－π
２

ｘｓｉｎ５ｘ
１＋ｃｏｓ６ｘ

ｄｘ。

解：由推论１得

∫
３π
２

－π
２

ｘｓｉｎ５ｘ
１＋ｃｏｓ６ｘ

ｄｘ＝∫
π
２

－π
２

ｘｓｉｎ５ｘ
１＋ｃｏｓ６ｘ

＋（π－ｘ）ｓｉｎ
５ｘ

１＋ｃｏｓ６[ ]ｘ
ｄｘ＝∫

π
２

－π２

πｓｉｎ５ｘ
１＋ｃｏｓ６ｘ

ｄｘ＝０。

此题也可用定理２或推论４求解。

例４　求积分∫
π
４

０
ｌｎ（１＋ｔａｎｘ）ｄｘ。

解：由定理１得

∫
π
４

０
ｌｎ（１＋ｔａｎｘ）ｄｘ＝１２∫

π
４

０
ｌｎ（１＋ｔａｎｘ）＋ｌｎ１＋ｔａｎ（π４－ｘ[ ]{ }） ｄｘ＝

１
２∫

π
４

０
ｌｎ（１＋ｔａｎｘ）＋ｌｎ１＋１－ｔａｎｘ１＋ｔａｎ( )[ ]ｘ ｄｘ＝１２∫

π
４

０
ｌｎ２ｄｘ＝π８ｌｎ２。

此题亦可用推论１求解。
此被积函数的原函数是求不出来的，这时不妨考虑ｆ（ｘ）＋ｆ（ａ＋ｂ－ｘ）是否比原来的被积函数简单

并且容易积分，若是，则可用定理１。

例５　求积分∫
π

－π

－ｘｓｉｎ２ｘｃｏｓ２ｘ
１＋－ｘ

ｄｘ。

解：由推论２得

∫
π

－π

－ｘｓｉｎ２ｘｃｏｓ２ｘ
１＋－ｘ

ｄｘ＝∫
π

０
（
－ｘｓｉｎ２ｘｃｏｓ２ｘ
１＋－ｘ

＋
ｘｓｉｎ２ｘｃｏｓ２ｘ
１＋ｘ

）ｄｘ＝

∫
π

０
ｓｉｎ２ｘｃｏｓ２ｘｄｘ＝∫

π

０
（ｓｉｎ２ｘ－ｓｉｎ４ｘ）ｄｘ＝π８。

一般地，如果积分区间是关于原点对称，而被积函数是非奇非偶且无法拆成具有奇偶性的代数和，

则往往运用推论２。从以上例子可以发现，除了例１外都无法求出原函数，有些题即使可以求出原函
数，但是当计算复杂时，不妨运用换元积分法的对应定理简化运算。

３　结语
求定积分时不能总想着牛顿－莱布尼茨公式，只想着求出原函数，当求原函数比较困难或者求不出

来时，不妨想想是否有什么巧妙的换元法可以求出定积分的值。
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