
第８卷 第８期
２０１６年８月

当代教育理论与实践
ＴｈｅｏｒｙａｎｄＰｒａｃｔｉｃｅｏｆＣｏｎｔｅｍｐｏｒａｒｙＥｄｕｃａｔｉｏｎ

Ｖｏｌ．８Ｎｏ．８
Ａｕｇ．２０１６

ｄｏｉ：１０．１３５８２／ｊ．ｃｎｋｉ．１６７４－５８８４．２０１６．０８．０２０

函数列收敛性判别法的动态与静态性教学法 ①

刘炎，张学奇，陈文辉
（广东金融学院 应用数学系，广东 广州５１０５２１）

摘　要：以“动态”和“静态”的对立统一思想来讨论函数列与函数项级数的收敛性与一致收敛性，据此，我们可以对
于函数列收敛性判别法提供一种新的教与学的方式。
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函数列的收敛性与一致收敛性是函数的重要性质，它在级数的收敛理论中扮演着相当重要的角色。

一般的数学分析书籍都列出了许多判定方法，但是根据定义判定函数列的收敛性与一致收敛性的过程

过于繁琐，学生很难掌握其本质，更难以灵活地用于实际判断。事实上，这种困难在于没有很好的把握

收敛性定义与各种判定方法中的动静思想。我们可以注意到，无论从定义，命题还是习题，“任给”与

“存在”是一对经常并行出现的量词。“任给”是先动后静，“存在”是依赖着动而静，是一种动静结合的

逻辑体系，可以说贯穿于整个分析学。本文从教学实践出发，强化动态和静态的思想来分析函数列的收

敛性问题，得出这两种状态下收敛与一致收敛性的判定方法，并给出相应的例题；最后，将此思想用运于

函数项级数的一致收敛的判断，收到了很好的教学效果。

１　判别函数列收敛与一致收敛的方法
按照函数列收敛的定义，当我们考察函数列｛ｆｎ（ｘ）｝在某区间Ｉ内的收敛性的时候，我们通常需要

考察这个函数列在这个区间内是否逐点收敛于某一函数 ｆ（ｘ）。但是在实际应用的过程中，运用此方法
比较繁琐。因此，我们引入静态的思想。将ｘ固定在ｘ０之时，我们称之为静态。而若函数列｛ｆｎ（ｘ）｝所处静
态之时且同时令ｎ→∞，若函数列ｆｎ（ｘ０）收敛于ｆ（ｘ０），那么我们认为函数列｛ｆｎ（ｘ）｝收敛。归结以上，我
们有以静态方法判断函数列收敛的结论：

结论１　对函数列｛ｆｎ（ｘ）｝，将ｘ固定在在区间Ｉ内的ｘ０，若满足ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０），那么限函函数

列｛ｆｎ（ｘ｝收敛。
在考察函数列｛ｆｎ（ｘ）｝在某区间Ｉ内的一致收敛性的时候，判定过程更为复杂。以往，我们先要求出

极限函数ｆ（ｘ），再找出一个Ｎ＝Ｎ（ε）使得函数列与极数的差值｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜＜ε。我们引入动态的
思想判定函数列的一致收敛性。当ｘ为在区间Ｉ上任意变化的时候，我们称之为动态。若函数列｛ｆｎ（ｘ）｝
所处动态之时，并使ｎ→∞，若函数列ｆｎ（ｘ）的极限为ｆ（ｘ），那么函数列｛ｆｎ（ｘ）｝一致收敛。通过以上分
析，我们得出以动态方法判断函数列一致收敛与不一致收敛结论：

结论２　对函数列｛ｆｎ（ｘ）｝，将ｘ设在区间Ｉ内任意变化的值，若总满足ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ），那么函数
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列｛ｆｎ（ｘ０）｝一致收敛。
事实上，函数列一致收敛的动态性反映为ｘ在区间Ｉ上的任意变化性，也即存在一个不依赖ｘ而只

依赖于控制函数差值的ε的充分大的数Ｎ＝Ｎ（ε），使得当ｎ＞Ｎ＝Ｎ（ε）时，有｜ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）｜＜ε成
立。这种Ｎ不依赖ｘ的变化性就是动态性的反映。ｘ变，Ｎ不依赖ｘ而变，由动而导致静正是一致收敛的核
心。并由此，我们有得到一致收敛的否定性结论：

结论３　对函数列｛ｆｎ（ｘ）｝，将ｘ设在区间Ｉ内任意变化的值，若我们总能选取ｘ与ｎ满足一定的关
系，并使ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）≠ｆ（ｘ），那么函数列｛ｆｎ（ｘ）｝不一致收敛。

２　收敛与一致收敛判别方法的应用

例１：判别函数列ｆｎ（ｘ）＝
２ｎ２ｘ
ｅｎ２ｘ２
（ｎ＝１，２，…）在区间 ［０，１］内的收敛性与一致收敛性［１］。

首先我们在区间［０，１］内取定 ｘ０，并且固定 ｘ＝ｘ０，使之处于静态。为了考察ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ０）是否等于

ｆ（ｘ０），我们必须求出极限函数ｆ（ｘ）。我们发现

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｌｉｍｎ→∞

２ｎ２ｘ
ｅｎ２ｘ２

＝０．

而固定ｘ＝ｘ０，同时运用洛必达法则可得

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ０）＝ｌｉｍｎ→∞

２ｎ２ｘ０
ｅｎ２ｘ２０

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

２
ｘ０ｅ

ｎ２ｘ２０
＝０＝ｆ（ｘ０）．

发现满足结论１中的ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）。因此，根据结论１，函数列｛ｆｎ（ｘ）｝在区间［０，１］内收敛。

另外，为了考察｛ｆｎ（ｘ）｝在区间［０，１］内的一致收敛性，我们首先要找出ｎ＝ｎ（ｘ）使得ｘ在不断变
化的同时ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ）。

我们发现如果选定这样的一个ｎ和ｘ，使得当ｎ趋于无穷大时，ｘ充分接近０即ｘ＝１ｎ，那么

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｌｉｍｎ→∞

２ｎ２ｘ２

ｅｎ２ｘ２０
·
１
ｘ＝

２
ｅｌｉｍｎ→∞ｎ→∞．

因此我们发现ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）≠ｆ（ｘ）。根据结论２，我们并不能对于任意变化的ｘ使得ｆｎ（ｘ）的极限为ｆ（ｘ）。因

此，函数列｛ｆｎ（ｘ）｝在区间［０，１］内不一致收敛。

例２．判断 ｆｎ（ｘ）＝ｓｉｎ
ｘ
ｎ在以下区间是否收敛与一致收敛。（１）ｘ∈ ［０，１］（２）ｘ∈ （－∞，

＋∞）［２］。
首先在两个区间中分别取ｘ０∈［０，１］，ｘ１∈（－∞，＋∞）使之处于静态。为了考察ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ０）是否

等于ｆ（ｘ０），必须求出极限函数ｆ（ｘ）。易知ｆ（ｘ）＝０。如果固定ｘ＝ｘ０，那么

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ０）＝ｌｉｍｎ→∞ｓｉｎ

ｘ０
ｎ＝０．

同理，固定ｘ＝ｘ１，也有相同的结果。因此根据结论１，发现在［０，１］和（－∞，＋∞）内函数列
｛ｆｎ（ｘ）｝收敛。以下分别讨论函数列｛ｆｎ（ｘ）｝在这两个区间内的一致收敛性：

（１）并不固定ｘ的取值，让其在区间［０，１］内变化。我们发现无论ｘ如何变化，总有ｘ≤ｎ成立。因此
无论ｘ在［０，１］中如何变化，当ｎ→∞时

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｉｎｘｎ＝０＝ｆ（ｘ）．

根据结论３，在此区间［０，１］内总能使ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ）．成立，因此函数列｛ｆｎ（ｘ）｝一致收敛。

（２）当ｘ∈（－∞，＋∞）时，我们让ｘ在区间内变化，使其处于动态的过程。同时，使ｘ充分大，选取
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ｘ与ｎ满足ｘ＝ｎ＋１，那么

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｉｎｘｎ＝ｌｉｍｎ→∞ｓｉｎ

ｘ
ｎ＋( )１ ＝ｓｉｎ１≠０

发现ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆｎ（ｘ）≠ｆ（ｘ）。根据结论３，可知在区间（－∞，＋∞）内，选取Ｘ与ｎ，满足ｘ＝ｎ＋１，使ｌｉｍｎ→∞ｆｎ（ｘ）≠

ｆ（ｘ），因此函数列｛ｆｎ（ｘ）｝不一致收敛。
最后，我们将上述动态和静态的思想应用于函数项级数收敛性与一致收敛性的判断。我们通过一条

例题来说明这种方法的应用。

例３　判断函数项级数∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ在区间［０，１）上的收敛性与一致收敛性［２，３］。

首先在区间［０，１）上选取ｘ０并固定ｘ＝ｘ０，那么会发现

∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ ＝∑

∞

ｎ＝１
ｘｎ０ ＝ｌｉｍｎ→∞

１－ｘｎ＋１０
１－ｘ０

＝ １
１－ｘ０

．

根据结论１，可以得函数项级数∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ在区间［０，１）上收敛。

接下来，讨论此函数项级数的一致收敛性。此时并不固定ｘ的取值，让其处于动态的过程。我们选取

ｘ与ｎ，使ｘ充分靠近１即ｘ＝１－１ｎ．那么可得

∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１－ｘｎ＋１
１－ｘ ＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１－ｘｎ＋１
１
ｎ

→∞．

根据推论１，我们可知在区间［０，１）内，选取ｘ与ｎ，满足ｘ＝１－１ｎ，使∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ→∞，因此函数项级数

∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ在区间［０，１）上不一致收敛。

由上讨论可知，∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ在区间［０，１）内不一致收敛的原因是ｘ可以充分靠近１。因此如果将区间设定

为［０，１，－α］，其中α∈（０，１）．那么ｘ就不能充分靠近１，因此∑
∞

ｎ＝１
ｘｎ在区间［０，１，－α］内一致收敛。

３　结论
动态与静态思想贯穿整个分析体系，从数列极限、函数极限、函数连续性、导数与微分积分、数列与

函数列的收敛性、数项级数与函数项级数的收敛性等等，可谓无处不在，从而数学分析教学中对动态与

静态思想方法值得我们深入细致的研究。在数学分析的教学中，始终要向学生阐明这些基本结论与概

念中蕴涵的动与静的辨证关系，并且立足于让学生以动的方法去理解，以静的方法去解决，这样才能真

正掌握其要领。
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