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关于高等数学教学中部分知识点的探讨 ①

陈茜
（中南林业科技大学 理学院，湖南 长沙４１０００４）

摘　要：讨论了函数极限教学的调整，等级无穷小替换在幂指函数极限中的应用，有理函数积分的常见类型，微分方

程题目和重积分的对称性。说明了理论的原因，给出了证明并用具体的例子演算了解题过程。
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教学授课是一个非常灵活的过程。教师在讲授课本知识的基础上，能够根据教学目标、教学对象、

课堂气氛等的需求，及时引入、总结一些教学知识点，会使得教学课堂更丰富，教学对象更受益。为此，

我们讨论了高等数学教学中的几个知识点。

１　函数极限教学的调整
极限概念的教学是从数列极限开始的［１］。数列是特殊的函数，在于它的变量只能取正整数，所以

数列的极限只讨论ｎ趋于正无穷时数列收敛的情况。但对于广义上的函数来说，除了ｘ→＋∞，还有ｘ

→－∞，ｘ→∞，ｘ→ａ，ｘ→ａ－，ｘ→ａ＋这５种方式。那么在学习数列极限的基础上，再引入函数极限时，
可首先引入ｘ→＋∞时函数的极限。原因在于：两者的自变量都在趋于正无穷，只要将数列自变量取离
散正整数的状态推广为连续状态下的正实数，就过渡到了函数的极限。

但在同济版高等数学教材［２］中引入函数极限是从ｘ→ａ开始的，随后才是ｘ→∞。这样就将数列和
函数在无穷下的极限联系断开，不利于极限概念的深入理解和巩固。

２　等价无穷小替换在幂指函数极限中的应用
对幂指函数求极限，除了教材中涉及到的对数法、恒等变形法来求解外，有很多同学还会有这样的

疑问：能否运用等价无穷小替换原理求解，尤其是针对００的未定式。
实际上，如果ｆ（ｘ）和ｇ（ｘ）在ｘ０的某一去心邻域内为连续函数，当ｘ→ｘ０时，若ｆ（ｘ）→０，ｇ（ｘ）→

０且ｆ（ｘ）～α（ｘ），ｇ（ｘ）～β（ｘ），则ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ） ＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
α（ｘ）β（ｘ）［３］。

由于：ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｅｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）＝ｅｌｉｍｘ→ｘ０ｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ），而ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
β（ｘ）β

（ｘ）ｌｎ［α（ｘ）ｆ（ｘ）α（ｘ）
］＝

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
β（ｘ）β

（ｘ）ｌｎα（ｘ）＋ｇ（ｘ）β（ｘ）β
（ｘ）ｌｎｆ（ｘ）

α（ｘ[ ]） ＝ｌｉｍｘ→ｘ０β（ｘ）ｌｎα（ｘ），代入原式就得到结论了。
其实对于１∞ 和∞０这２种未定式，间接利用上面的结论同样可以得到有效的结论。如：ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘｓｉｎｘ ＝

①
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３　有理函数积分的常见类型
有理函数分为假分式和真分式２种情况。假分式一般通过多项式的除法可化为整式和真分式。所

以有理函数的积分最实质的就是真分式的积分。如果真分式中的分母可以分解因式，真分式必可裂为

部分分式之和。最后，真分式
Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）的部分分式中只出现

Ｐ１（ｘ）
（ｘ－ａ）ｋ

和
Ｐ２（ｘ）

（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ）ｌ
（ｘ２＋ｐｘ＋ｑ为二

次质因式）等两类函数。

在同济第６版高等数学有理函数的积分教学中［２］，认为Ｐ１（ｘ）为小于ｋ次的多项式，Ｐ２（ｘ）为小于
２ｌ次的多项式。我们认为这样的叙述有失严谨性，因为Ｐ１（ｘ）到底应是ｋ－１次的，还是ｋ－２次的，还
是……，在解题中学生无法清晰把握；对于Ｐ２（ｘ）也是同样的情况。实际上将部分分式通分，与原真分
式相等下比较分子中ｘ的幂会得到：Ｐ１（ｘ）应是（ｋ－１）次的多项式；Ｐ２（ｘ）应是（２ｌ－１）次的多项式。
对部分分式中常见的类型：

１）对分式中的 ｃ
（ａｘ＋ｂ）ｋ

项，利用凑微分法。

２）对分式中的 ｃ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

项（ｐ２－４ｑ＜０）：通常把分母配方为（ｘ＋ｐ２）
２＋（ｑ－ｐ

２

４），凑微分后间

接利用公式表中∫１
１＋ｘ２ｄｘ，求出原函数。

３）对分式中的 ａｘ＋ｂ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

项（ｐ２－４ｑ＜０）：通常把分子凑成分母导数的形式，再配ｘ的系数和加减

常数项，于是∫ａｘ＋ｂ
ｘ２＋ｐｘ＋ｑｄｘ＝∫

ａ
２（２ｘ＋ｐ）＋（ｂ－

ａｐ
２）

ｘ２＋ｐｘ＋ｑ
ｄｘ＝

ａ
２∫

２ｘ＋ｐ
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ｄｘ＋∫ｂ－ａｐ２
ｘ２＋ｐｘ＋ｑ

ｄｘ。第

一项用凑微分的方法即可。

以上为有理函数积分中常见的三类形式。在具体的题解中这几种形式常常交错出现，使得积分看

似繁琐，但掌握其规律并多加练习后就会得心应手。

如求解：∫ ｘ＋２
２ｘ３＋３ｘ２＋３ｘ＋１ｄｘ

［２］

解：原式 ＝∫ ｘ＋２
（２ｘ＋１）（ｘ２＋ｘ＋１）
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４　微分方程和重积分对称性题目的引入

一次期末考试出现这样一道题：ｙ＝ｅｘ＋∫
ｘ

０
ｙ（ｔ）ｄｔ，求ｙ（ｘ）。乍一看这不是一道微分题，因为没有

出现因变量ｙ的导数，所以很多学生不知如何下手，丢分严重。但如果在式子两边同时对 ｘ求导，就成
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为一阶非齐次线性微分方程题：ｙ′（ｘ）＝ｅｘ＋ｙ（ｘ）。先用分离变量法求其次方程ｙ′（ｘ）－ｙ（ｘ）＝０的通
解为：ｙ＝ｃｅｘ；再用常数变易法可求得非齐次的通解为ｙ＝（ｘ＋ｃ１）ｅ

ｘ。到此这道题还不能给满分。其

实题目中还隐藏了初始条件：当ｘ＝０时，ｙ（０）＝ｅ０＋∫
０

０

ｙ（ｔ）ｄｔ＝１。所以标准答案为ｙ＝（ｘ＋１）ｅｘ。

像这样隐藏初始条件于表达式中，同时还先需求导再明了为微分方程的题目，比较少见。如果能在

实际的课堂教学中提出这样的题目给学生思考、求解再总结，这对于学生知识的联系性、思维的发散性

和基础功的巩固都非常有利。同样，在现有的教材中对于二重积分知识点的教授没有涉及对称性，但在

有些题目中如果利用二重积分的对称性，势必会做到事半功倍。

如：计算二重积分
Ｄ

ｘ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ，Ｄ＝ （ｘ，ｙ）ｘ２＋ｙ２≤２，ｙ≥ｘ{ }２ ［４］ ＝


Ｄ

（ｘ２＋ｘｙ）ｄｘｄｙ＝
Ｄ

ｘ２ｄｘｄｙ＋
Ｄ

ｘｙｄｘｄｙ＝
Ｄ

ｘ２ｄｘｄｙ

由二重积分的对称性，第二项积分为零（Ｄ关于ｙ轴对称，ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘｙ为ｘ的奇函数），使得求两个
积分减化为求一个积分，简化了计算过程，提高了做题效率。因此，在课堂教学时如果能适当添加这个

知识点，并给出几个具体的题目练一练，不但能丰富同学的积分知识，又可为考研这样的大型考试添砖

加瓦。
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