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高等数学课程中若干难点的教学策略 ①

———以微积分为例

段　玉，王敬童
（湖南商学院 数学统计学院，湖南 长沙４１０２０５）

摘　要：高等数学是大学低年级普遍开设的基础课，对学生数学思维的训练、数学方法的掌握和数学能力的提高都
有着重要作用。在高等数学教学过程中，应注重数学语言、数学符号的应用与训练，注重数形结合的应用，适时展现各知

识模块的联系，进行关于某一概念的联想训练，注重教学方法的总结，才能达到良好的教学效果。
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　　高等数学是大学低年级普遍开设的基础课。它对学
生数学思维的训练、数学方法的掌握和数学能力的提高

都有着重要作用。学生对高等数学掌握的好坏还直接关

系到对后续课程的学习和掌握。但在学习过程中，学生

普遍感到上课能听懂，教材能读懂，就是不太会做习题。

尽管教师、学生都下了不少功夫，但到期末考试时，挂科

率较高的大多是高等数学，研究生考试落选的大多也是

因为高等数学成绩较低［１］。究其原因，除了高等数学本

身较为抽象、学生对大学的学习还不适应等因素以外，还

与教师的教学理念、教学态度、教学方法、对教材的理解、

课堂运作能力、教学策略等因素有密切关系。教师必须

结合高等数学本身的特点，从学生的实际出发，采用适当

的策略进行有效教学，才能达到良好的教学效果。

１　注重数学语言、数学符号的应用与训练
任何一门数学课程都是一个特殊的符号系统，都有

其相应的语言与符号，微积分也不例外。学会使用数学

语言和数学符号，对培养学生数学素质非常必要。

一方面，熟练使用数学语言与数学符号，可以表达深

刻的数学思想与操作性的数学方法。例如，微积分的基

本公式：∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）［２］，这个公式表明，一

个连续函数在［ａ，ｂ］的定积分等于它的任意一个原函数
在［ａ，ｂ］上的改变量。它不仅揭示了定积分与被积函数
的原函数之间的联系，也给定积分的计算提供了一个有

效而简便的方法。

另一方面，熟练使用数学语言与数学符号，不仅对学

生理解概念的内涵与定理的作用大有帮助，而且在很大

程度上决定了是否能顺利地完成课后的作业。例如，不

定积分的换元积分法，如果只按照教材讲解，学生很难理

解，更不知道如何将此法则与解题联系起来。笔者在教

学过程中根据换元积分法法则给出了一个清晰的用数学

语言表达的计算程序：

第一类换元积分法：

∫ｇ（ｘ）ｄｘ 
分解 ∫ｆ（φ（ｘ））φ′（ｘ）ｄｘ 

凑微分

∫ｆ（φ（ｘ）ｄφ（ｘ） 作代换

ｕ＝φ（ｘ


）∫ｆ（ｕ）ｄｕ＝Ｆ（ｕ）＋ｃ
反代

ｕ＝φ（ｘ


）

Ｆ（φ（ｘ））＋ｃ

第二类换元积分法：

∫ｆ（ｘ）ｄｘ 作代换

ｘ＝φ（ｔ


）∫ｆ（φ（ｔ））φ′（ｔ）ｄｔ＝∫ｇ（ｔ）ｄｔ＝
Ｆ（ｔ）＋ｃ

反代

ｔ＝φ－１（ｘ


）
Ｆ（φ－１（ｘ））＋ｃ

通过例题分析，学生很快掌握了换元法的基本思想

与方法。

２　注重数形结合在教学中的应用
所谓数形结合，就是把数量关系的准确刻划与几何
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图形的直观描述有机地结合起来，从而充分揭示问题的

条件与条件、条件与结论之间的内在联系。数形结合的

思想可以使某些抽象的数学问题直观化、生动化，能够变

抽象思维为形象思维，有助于把握数学问题的本质；另

外，由于使用了数形结合的方法，很多问题便可迎刃而

解。要注意培养学生这种思想意识，争取胸中有图，见数

想图，以开拓学生思维的视野，有助于提高学生分析问题

和解决问题的能力。

例如，笔者在讲解罗尔中值定理时，有意将此定理用

几何图形进行解释，将定理的条件与结论直观地表述、展

现在学生面前，并由此证明此定理。学生很快就掌握了此

定理、定理的证明及定理的应用。同时特别提醒同学注

意：若罗尔定理的三个条件中有一个不满足，其结论可能

不成立，定理的条件只是充分的。例如，以下三个函数［２］

分别不满足罗尔定理的三个条件：

（１）ｙ＝
ｘ ０≤ｘ＜１
０ ｘ＝{ １

不满足定理的第一个条件，其

几何图形见图１。

图１

（２）ｙ＝ ｘ，ｘ∈ ［－１，１］不满足定理的第二个条

件，其几何图形见图２。

图２

（３）ｙ＝ｘ，ｘ∈［０，１］不满足定理的第三个条件，其
几何图形见图３。

图３
从以上三个函数的几何图形可以看到它们都不能在

各自的定义域内找到ξ，使ｆ′（ξ）＝０；

而对于函数

ｙ＝
ｓｉｎｘ ｘ∈［０，３π４）

ｘ ｘ∈（３π４，π
{ ］

，其罗尔定理的三个条件都不满

足，但ξ＝π２∈（０，π）时，有

ｆ′（ξ）＝０成立。

又如，引入变上限积分函数 Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ时，画

出以ｆ（ｘ）为曲边在 ［ａ，ｂ］上的曲边梯形，当 ｘ∈ ［ａ，ｂ］
时，得到曲边梯形：ｙ＝ｆ（ｘ），ｙ＝０，ｘ＝ａ，ｘ＝ｘ，其所围

成的面积为∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ，当ｘ在［ａ，ｂ］取不同值时，∫

ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

也随之变化着，即：ｘ∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ＝Φ（ｘ），这样就很直观

地给出了变上限积分函数，如图４。

图４

３　注重适时展现各知识模块的联系
微积分的知识模块较多，由于受编排体系的限制，许

多重要概念之间的关系仅是单向的，逆向的联系并没充

分反映出来。教师应在教学过程中适当地展示概念产生

的实际背景，一个概念与另一个概念的联系与区别，将知

识点编织成网，以点带面，融会贯通。教一个概念时复习

多个概念，教一个定理时复习多个定理。

例如，笔者在讲授变上限积分函数 Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

时，特别强调“函数”二字。既然是“函数”，就有必要讨论

其极限、连续、导数、微分等，从而将变上限积分函数与微

积分中的这些重要概念联系起来。笔者让学生对 Φ（ｘ）

＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ的连续性、可导性等进行讨论，提出问题：

（１）Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ在什么条件下连续？（２）Φ（ｘ）＝

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ在什么条件下存在导数？它的导数 Φ′（ｘ）与被

积函数ｆ（ｘ）有什么关系？通过讨论许多学生能给出正确
的结论。于是，笔者顺着学生的思路总结出定理：若 ｆ（ｘ）

在［ａ，ｂ］上连续，则（１）Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ在［ａ，ｂ］上连

续；（２）Φ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ在 （ａ，ｂ）内可导，且 Φ′（ｘ）＝

ｆ（ｘ）。并指出这条定理不仅回答了笔者在“不定积分”一

２６
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章开始时提出的问题：“什么样的函数存在原函数”，而且

也给出了求变上限积分函数的导数的方法。

４　注重概念的联想训练
在教学中，笔者经常让学生进行关于某一概念的联

想，以加深对这一概念的理解。弄清这一概念与其它概

念的联系与区别，提高应用概念的灵活性。这样做有助

于从根本上解决不会做习题的问题。比如，“函数的极

限”能联想到的知识点就有：

（１）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ） ＝ Ａε ＞０，δ＞０，当０ ＜

ｘ－ｘ０ ＜δ时，有 ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε成立；

（２）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａｆ（ｘ）＝Ａ＋α（ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
α＝０）；

（３）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ０）ｆ（ｘ）在ｘ０处连续；

（４）ｌｉｍ
Δｘ→０
Δｆ（ｘ０）＝０ｆ（ｘ）在ｘ０处连续；

（５）ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｆ（ｘ０）
Δｘ

＝Ａｆ（ｘ）在ｘ０处可导，且ｆ′（ｘ０）＝

Ａ；

（６）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
Ｓｎ ＝ｓ∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ收敛且收敛于 ｓ，即∑

∞

ｎ＝１
ｕｎ ＝

ｓ（其中Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉ）等等。

５　注重教学方法的总结
微积分涉及的计算较多，其中一些计算应熟练掌握。

教师在教学中应对此有所侧重，更应注重引导学生掌握

计算原则与计算方法。例如，不定积分的分部积分法，若

仅根据教材讲解（一般教材在这一部分只给了几个简单

的例题），学生只会知其然不知其所以然。笔者在教授不

定积分的分部积分法时，通过例题引导学生总结：如何选

择ｕ、ｖ，将不易积的积分∫ｕｖ′ｄｘ通过公式∫ｕｖ′ｄｘ＝ｕｖ－
∫ｕ′ｖｄｘ转换成求积分∫ｕ′ｖｄｘ。其原则：（１）ｖ要很容易求
得；（２）转换后的积分∫ｕ′ｖｄｘ也要很容易求出，即直接利
用基本的求导公式或者导数运算法则就可求得。其方

法：（１）若被积函数为多项式 ×指数函数，则选 ｕ为多项
式；（２）若被积函数为多项式 ×弦函数（正弦或余弦），则
选ｕ为多项式；（３）若被积函数为指数函数 ×弦函数，则
选ｕ为指数函数或弦函数均可，但必须贯穿一致性原则；
（４）若被积函数为多项式 ×反函数（ｌｎｘ，ａｒｃｓｉｎｘ，ａｒｃｃｏｓｘ，
ａｒｃｔａｎｘ，ａｒｃｃｏｔｘ）时，则选 ｕ为反函数；（５）若被积函数含
有 ｌｎｆ（ｘ），ａｒｃｓｉｎｆ（ｘ），ａｒｃｃｏｓｆ（ｘ），ａｒｃｔａｎｆ（ｘ），ａｒｃｃｏｔｆ（ｘ）
时，选ｕ＝ｌｎｆ（ｘ）等。这样，学生较容易地理解了部分积
分公式并用此公式解题。

实践证明，只要在高等数学的教学过程中主动、适时

采用上述策略，即注重数学语言、数学符号的应用与训

练，注重数形结合在教学中的应用，适时展现各知识模块

的联系，经常进行关于某一概念的联想训练，注重教学方

法的总结，加之教师对专业的热爱和对本职工作、对学生

认真负责的态度，并不时地加入一点点风趣幽默的元素，

就会使得学生在轻松和谐中度过一堂紧张的数学课，就

会取得良好的教学效果。
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