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重积分换元法中积分区域的转换 ①

李国平
（湖南工学院 数理教学部，湖南 衡阳４２１００２）

摘　要：重积分换元法在换元过程中主要包括被积函数的变换和积分区域的转换，被积函数的变换较固定，而积分
区域的转换相对灵活，学生在学习时不易理解和掌握。提出了积分区域转换的一种新方法，该方法能使积分区域的转换

也变得相对固定，学生学习起来更易掌握。
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１　积分区域为特定区域的重积分的求解方法［１］

定理１．１　二元函数ｆ（ｘ，ｙ）在ｘ型区域Ｄｘｙ ＝｛（ｘ，
ｙ）｜ａ≤ｘ≤ｂ，ｙ１（ｘ）≤ｙ≤ｙ２（ｘ）｝（或ｙ型区域Ｄｘｙ ＝
｛（ｘ，ｙ）｜ｃ≤ｙ≤ｄ，ｘ１（ｙ）≤ｘ≤ｘ２（ｙ）｝）上连续，则

∫∫Ｄｘｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫
ｂ

ａ
ｄｘ∫

ｙ２（ｘ）

ｙ１（ｘ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ（或∫

ｄ

ｃ
ｄｙ∫

ｘ２（ｙ）

ｘ１（ｙ）
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｘ）

定理１．２　三元函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在区域Ω＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）
｜（ｘ，ｙ）∈Ｄｘｙ，ｚ１（ｘ，ｙ）≤ｚ≤ｚ２（ｘ，ｙ）｝上连续，则

∫∫∫
Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝∫∫Ｄｘｙｄｘｄｙ∫
ｚ２（ｘ，ｙ）

ｚ１（ｘ，ｙ）
ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｚ

其中Ｄｘｙ为平面ｘｏｙ上的闭区域
定理１．３　三元函数ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）在区域Ω＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）

｜ａ≤ｚ≤ｂ，（ｘ，ｙ）∈Ｄ（ｚ）｝上连续，则

∫∫∫
Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝∫
ｂ

ａ
ｄｚ∫∫Ｄ（ｚ）ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙ

其中Ｄ（ｚ）为过Ω内任一点（ｘ，ｙ，ｚ）且与平面ｘｏｙ平
行的平面与Ω的截平面区域

２　重积分的换元法
２．１　二重积分换元法［１］

若ｆ（ｘ，ｙ）在平面ｘｏｙ上的闭区域Ｄｘｙ上连续，变换Ｔ：
ｘ＝ｘ（ｕ，ｖ），ｙ＝ｙ（ｕ，ｖ）将平面ｕｏｖ上的闭区Ｄｕｖ域变成
平面ｘｏｙ上的闭区域Ｄｘｙ，且满足：

（１）ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ）在Ｄｕｖ上具有一阶连续偏导数；
（２）在Ｄｕｖ上雅可比行列式

２

Ｊ＝（ｘ，ｙ）
（ｕ，ｖ）≠

０；

（３）变换Ｔ：Ｄｘｙ→Ｄｕｖ是一对一的，
则有

∫∫Ｄｘｙｆ（ｘ，ｙ）ｄｘｄｙ＝∫∫Ｄｕｖｆ（ｘ（ｕ，ｖ），ｙ（ｕ，ｖ））｜Ｊ｜ｄｕｄｖ．
（２．１）

２．２　三重积分换元法［１］

对于三重积分∫∫∫
Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙｄｚ作变量替换，即

ｘ＝ｘ（ｒ，ｓ，ｔ），
ｙ＝ｙ（ｒ，ｓ，ｔ），
ｚ＝ｚ（ｒ，ｓ，ｔ）

{
．

它给出了空间Ｏｒｓｔ到空间Ｏｘｙｚ的一个映射，若 ｘ＝ｘ（ｒ，
ｓ，ｔ），ｙ＝ｙ（ｒ，ｓ，ｔ），ｚ＝ｚ（ｒ，ｓ，ｔ）在空间闭区域Ω内有连
续偏导数，且，则建立了空间 Ｏｒｓｔ闭中区域 Ω 和空间
Ｏｘｙｚ中相应闭区域Ω的一一对应．与二重积分换元法类
似，有换元公式

∫∫∫
Ω

ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）ｄｘｄｙｄｚ＝∫∫∫
Ω

ｆ［ｘ（ｒ，ｓ，ｔ），ｙ（ｒ，ｓ，ｔ），ｚ（ｒ，ｓ，

ｔ）］｜Ｊ｜ｄｒｄｓｄｔ． （２．２）

其中Ｊ＝（ｘ，ｙ，ｚ）
（ｒ，ｓ，ｔ）≠

０．

从式（２．１），（２．２）可知：运用换元法求解重积分时，
主要有两个步骤：

一是被积函数的变换．二重积分换元法时，被积函数
由由ｆ（ｘ，ｙ）变换成ｆ（ｘ（ｒ，ｓ）ｙ（ｒ，ｓ））｜Ｊ｜；三重积分换元
法时，被积分函数由ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）变换成ｆ［ｘ（ｒ，ｓ，ｔ）ｙ（ｒ，ｓ，ｔ），
ｚ（ｒ，ｓ，ｔ）］｜Ｊ｜．

二是积分区域的转换．二重积分换元法时，积分区域
由坐标平面ｘｏｙ中的闭区域Ｄｘｙ转换成坐标平面ｕｏｖ中的
闭区域Ｄｕｖ；三重积分换元法时，积分区域由坐标空间
Ｏｘｙｚ中的闭区域Ω转换成坐标空间Ｏｒｓｔ中的闭区域Ω．

从以上步骤可知：被积函数的变换相对固定，而积分

区域的转换相对灵活．下面给出积分区域转换的新方法，
使得积分区域的转换也变的相对固定，学生学习起来更

容易掌握．
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３　积分区域的转换
３．１　平面上积分区域的转换
若Ｄｘｙ为ｘ型区域
Ｄｘｙ ＝｛（ｘ，ｙ）｜ａ≤ｘ≤ｂ，ｙ１（ｘ）≤ｙ≤ｙ２（ｘ）｝ （３．１）
将其转换为ｕ型区域
Ｄｕｖ＝｛（ｕ，ｖ）｜ａ≤ｘ（ｕ，ｖ）≤ｂ，ｙ１（ｘ（ｕ，ｖ））≤ｙ≤ｙ２（ｘ（ｕ，ｖ））｝
＝｛（ｕ，ｖ）｜ｃ≤ｕ≤ｄ，ｖ１（ｕ）≤ｖ≤ｖ２（ｕ）｝ （３．２）
若Ｄｘｙ为平面ｘｏｙ上任意型区域，将其转换成平面 ｕｏｖ上
任意型区域的方法与（３．１）转换成（３．２）方法类似，至于
把积分区域Ｄｘｙ表示成何种形式后再转换成平面ｕｏｖ上何
种区域形式由积分区域结构来决定．下面给出两个例子．

例３．１　求二重积分∫∫Ｄｘｙ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ，其中 Ｄｘｙ ＝
｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２≤ｘ＋ｙ｝．

解：令ｘ＝ｕｃｏｓｖ，ｙ＝ｕｓｉｎｖ，由二重积分换元法可得：

∫∫Ｄｘｙ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝∫∫Ｄｕｖ（ｕｃｏｓｖ＋ｕｓｉｎｖ）｜Ｊ｜ｄｕｄｖ＝
∫∫Ｄｕｖｕ

２（ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ）ｄｕｄｖ．

把Ｄｘｙ＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ
２＋ｙ２≤ｘ＋ｙ｝转换为平面ｕｏｖ中

区域

Ｄｕｖ＝｛（ｕ，ｖ）｜ｕ
２ｃｏｓ２ｖ＋ｕ２ｓｉｎ２ｖ≤ｕｃｏｓｖ＋ｕｓｉｎｖ｝＝

｛（ｕ，ｖ）｜０≤ｕ≤ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ｝＝
｛（ｕ，ｖ）｜ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ≥０，０≤ｕ≤ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ｝＝

｛（ｕ，ｖ）｜槡２ｓｉｎ（ｖ＋
π
４）≥０，０≤ｕ≤ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ｝＝

｛（ｕ，ｖ）｜０≤ｖ＋π４≤π，０≤ｕ≤ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ｝＝

｛（ｕ，ｖ）｜－π４≤ｖ≤
３π
４，０≤ｕ≤ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ｝．

由定理１．１可得：

∫∫Ｄｕｖｕ
２（ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ）ｄｕｄｖ＝∫

３π
４

－π４
ｄｖ∫

ｃｏｓｖ＋ｓｉｎｖ

０
ｕ２（ｃｏｓｖ＋

ｓｉｎｖ）ｄｕ＝π２．

所以

∫∫Ｄｘｙ（ｘ＋ｙ）ｄｘｄｙ＝
π
２．

例３．２　求二重积分∫∫Ｄｘｙｅ
ｙ－ｘ
ｙ＋ｘｄｘｄｙ，其中Ｄｘｙ ＝｛（ｘ，

ｙ）｜０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤２－ｘ｝．
解：令ｙ－ｘ＝ｕ，ｙ＋ｘ＝ｖ，则

ｘ＝ｖ－ｕ２ ，ｙ＝
ｖ＋ｕ
２ ．

由二重积分换元法可得：

∫∫Ｄｘｙｅ
ｙ－ｘ
ｙ＋ｘｄｘｄｙ＝∫∫Ｄｕｖｅ

ｕ
ｖ｜Ｊ｜ｄｕｄｖ＝∫∫Ｄｕｖｅ

ｕ
ｖ·
１
２ｄｕｄｖ．

把Ｄｘｙ ＝｛（ｘ，ｙ）｜０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤２－ｘ｝转换为
平面ｕｏｖ中区域

Ｄｕｖ ＝｛（ｕ，ｖ）｜０≤
ｖ－ｕ
２ ≤２，０≤ｖ＋ｕ２ ≤２－ｖ－ｕ２ ｝＝

｛（ｕ，ｖ）｜０≤ｖ－ｕ≤４，ｖ＋ｕ≥０，ｖ≤２｝＝
｛（ｕ，ｖ）｜０≤ｖ≤２，－ｖ≤ｕ≤ｖ｝．
由定理１．１可得：

∫∫Ｄｕｖｅ
ｕ
ｖ·
１
２ｄｕｄｖ＝∫

２

０
ｄｖ∫

ｖ

－ｖ
ｅ
ｕ
ｖ·
１
２ｄｕ＝ｅ－ｅ

－１．

所以

∫∫Ｄｘｙｅ
ｙ－ｘ
ｙ＋ｘｄｘｄｙ＝ｅ－ｅ－１．

３．２　空间上积分区域的转换
若Ω为空间Ｏｘｙｚ上闭区域
Ω＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜（ｘ，ｙ）∈ Ｄｘｙ，ｚ１（ｘ，ｙ）≤ ｚ≤ ｚ２（ｘ，

ｙ）｝ （３．３）
将其转换为空间Ｏｕｖｗ型区域
Ω ＝｛（ｕ，ｖ，ｗ）｜（ｕ，ｖ）∈ Ｄｕｖ，ｗ１（ｕ，ｖ）≤ ｗ≤

ｗ２（ｕ，ｖ）｝ （３．４）
其转换方法与平面上积分区域的转换类似．下面给

出两例子．

例３．３　求三重积分∫∫∫
Ω

ｚ ｘ２＋ｙ槡
２ｄｘｄｙｄｚ，其中Ω是

由锥面ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡
２与平面ｚ＝１所围成的闭区域．

解：积分区域可表示为Ω＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜ ｘ２＋ｙ槡
２≤ｚ

≤１｝，令
ｘ＝ρｃｏｓθ，ｙ＝ρｓｉｎθ，ｚ＝ｚ
则积分区域转换为

Ω ＝｛（ρ，θ，ｚ）｜ （ρｃｏｓθ）２＋（ρｓｉｎθ）槡
２≤ｚ≤１｝＝

｛（ρ，θ，ｚ）｜０≤θ≤２π，０≤ρ≤１，ρ≤ｚ≤１｝
由三重积分换元法及定理１．２可得：

∫∫∫
Ω

ｚ ｘ２＋ｙ槡
２ｄｘｄｙｄｚ＝∫∫∫

Ω

ｚρ２ｄρｄθｄｚ＝

∫∫Ｄρθｄρｄθ∫
１

ρ
ｚρ２ｄｚ＝∫

２π

０
ｄθ∫

１

０
ｄρ∫

１

ρ
ｚρ２ｄｚ

其中Ｄρθ＝｛（ρ，θ）｜０≤θ≤２π，０≤ρ≤１｝．

例３．４　求三重积分∫∫∫
Ω

ｘ２＋ｙ２ｄｘｄｙｄｚ，其中 Ω是由

旋转曲面ｘ２＋ｙ２＝２ｚ与两平面ｚ＝２，ｚ＝８所围成的闭区
域．

解：积分区域可表示为Ω＝｛（ｘ，ｙ，ｚ）｜２≤ｚ≤８，ｘ２

＋ｙ２≤２ｚ｝，由定理１．３可得：

∫∫∫
Ω

ｚ ｘ２＋ｙ槡
２ｄｘｄｙｄｚ＝∫

８

２
ｄｚ∫∫Ｄ（ｚ）（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ

其中Ｄ（ｚ）＝｛（ｘ，ｙ）｜ｘ２＋ｙ２≤２ｚ｝，再令
ｘ＝ρｃｏｓθ，ｙ＝ρｓｉｎθ
则积分区域Ｄ（ｚ）转换为
Ｄ（ｚ）＝｛（ρ，θ）｜（ρｃｏｓθ）２＋（ρｓｉｎθ）２≤２ｚ｝＝
｛（ρ，θ）｜０≤θ≤２π，０≤ｒ≤ ２槡ｚ｝
由二重积分换元法可得：

∫
８

２
ｄｚ∫∫Ｄ（ｚ）（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ＝∫

８

２
ｄｚ∫∫Ｄ（ｚ）［（ρｃｏｓθ）２＋

（ρｓｉｎθ）２］ｄｘｄｙ＝∫
８

２
ｄｚ∫

２π

０
ｄθ∫

２槡ｚ

０
ρ３ｄρ＝３３６π．

所以

∫∫∫
Ω

ｘ２＋ｙ２ｄｘｄｙｄｚ＝３３６π．

结论：从以上例子可看出：在运用换元法求解重积分

时，本文给出的积分区域的转换方法使得积分求解变得

更容易，学生学起来更易掌握．

参考文献：
［１］高纯一，周　勇．高等数学（下）［Ｍ］．上海：复旦大学

出版社，２００９．
（责任校对　罗　渊）

５３１


