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激发生成，促成内化：线性代数教学研究 ①

刘金容
（海南大学 信息科学技术学院应用数学系，海南 海口５７００２８）

摘　要：分析线性代数的教学现状，结合多年的教学经验，借鉴国内外先进的教育理念，开展以“激发生成，促成内
化”为目标的线性代数教学研究。加强背景知识介绍，并根据专业线性代数与其它学科的联系，引入抽象概念；对不同专

业增设不同应用实例，从解决问题需要，激发学生生成知识；教学中突出比较学习，培养学生的类比思维，并促成内化知

识；鼓励学生探求一题多解，培养学生的发散思维，激发知识生成；教学中注重使用反例论证，培养学生的批判性思维，促

成知识的内化；创设多样化的学习平台与评价方式。
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　　线性代数以研究有限空间线性理论为主要内容，由
于线性问题广泛存在于科学技术各个领域，并且非线性

问题也经常转化为线性问题来处理，因而线性代数已成

了许多自然科学和现代工程技术的基础，是解决实际问

题的有力工具，应用非常广泛。对大学生来说线性代数

是最主要的工科数学之一，同时也是研究生入学考试必

考科目，是科学与技术的语言，同时是后继课程的基础，

学好它非常重要。

１　线性代数教学的现状分析
经调查统计，目前高校线性代数课时占３２～４８课时，

而线性代数概念抽象，理论深刻，内容零散，计算繁杂，与

几何密切相关的特点，课时相对偏少，因而现行线性代数

教学从内容层次看，大多数仍采用传统的 “概念～定理～
例题～习题”的模式，过于强调理论知识，强调数学的严
谨性和系统性，侧重于学生对纯数学方法和技巧的学习。

由于“大容量”、“高密度”、“满堂灌”，知识呈现方式 “被

动”，很难有生成性资源的立足之地，学生课上记笔记，课

后模仿笔记、例题作业，期末考笔记。这种忽视学生探究

品质和学生个性的自由发展、忽视知识自然生成和知识

的内化的逻辑规则的教学，抑制了课堂教学中学生的能

动性和内发性，否定了教学中的动态生成性，导致个人知

识的获得普遍缺乏个体思维的深层参与，学生的变异、批

判与创造的品质被剔除，探究、建构与超越的个性被削

弱。其最终结果是公共知识不能内化为个体知识，思维

不能凝结成思想，方法不能升华为智慧，学生的个人认识

普遍僵化，很难有效获得真知与创造性，以至于学生数学

学习的积极性逐步下降。基于上述原因，结合多年的教

学经验，学习国内外先进的教学理念，提出以“激发生成，

促成内化”为目标的线性代数教学进行了以下几方面的

思考与探索。

２　教学改革措施
２．１　加强背景知识介绍

教材第一章就遇到“行列式”这一抽象概念的教学，

讲解不好，将影响学习的积极性及后续内容的学习。笔

者针对不同专业做不同处理，对文科专业的学生采取加

强背景知识的介绍，介绍了行列式的概念最初是伴随着

方程组的求解而发展起来，行列式的提出可以追溯到１７
世纪，最初的雏形由日本数学家关孝和与德国数学家莱

布尼兹各自独立提出，时间大致相同。它当初只作为解

方程组的工具出现时，只是一种速记的表达式，在很长一

段时间内，行列式都只作为解线性方程组的重要工具被

使用着，并未形成独立的理论体系，首个把行列式理论与

线性方程组求解相分离的人是法国的数学家范德蒙德，

之后，在行列式理论方面作出突出贡献的数学家还有柯

西、雅可比等等。这些背景知识的介绍帮助充实教学内

容，使其更加生动有趣，学生对这些数学家充满好奇和崇

拜，他们渴望了解这些数学家的具体工作，自然在学习过

程中积极寻找答案。从以教师的教为本位，回归到以学

生自己主动去学为本位的数学教学观。

２．２　突出与其它学科的紧密联系
就拿“行列式”这一概念教学来说，针对学生原有的

知识结构不同，笔者对理工科的学生采取了另一种引入

方式，学生刚学完高等数学，才开设的线性代数。行列式

在数学中，是一个函数，其定义域为ｎ×ｎ矩阵Ａ（矩阵概
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念以后待学，留下悬念），取代为一个标量，写作 ｄｅｔ（Ａ）
或 Ａ。行列式也可以看作是有向面积或有向体积概念
在一般的欧几得空间中的推广。或者说在 ｎ维欧几里得
空间中，行列式描述的是一个线性变换对“体积”所造成

的影响 。无论是在线性代数，多项式理论还是在微积分

学中（比如换元积分法中）行列式作为基本的数学工具，

都有着重要的应用。接着解释二阶行列式对应几何意义

是二维向量的有向平行四边形的面积。二阶行列式为

零，当且仅当２个向量共线（线性相关待学，留下悬念），
这时平行四边形退化为一条直线。三阶行列式几何意义

对应三个向量为棱的平行六面体的有向体积，也叫做这

三个向量的混合积。同样可得如下性质：三阶行列式值

为零当且仅当３个向量共线或共面（三者线性相关），这
时平行六面体退化为平面图形，体积为零。再引入ｎ维向
量到ｎ阶行列式，ｎ元线性方程组，从一开始让学生深切
感受到线代与解析几何，高等数学等学科的紧密联系，在

以后的教学中也经常突出线代与其它课程的联系。让学

生有兴趣，有动力去建构知识。

２．３　对不同专业应用不同实例，激发学生知识生成
针对经管类学生，在讲授矩阵乘法公式之前，选取了

一个常用又简单的实例。

例１：某工厂生产３种产品，各种产品每件所需的生
产成本以及各个季度每一产品的生产件数见表１和表２。

请给出一张指明各个季度所需各类成本的明细表。

又比如对化工专业讲授“线性方程组的解”，给出了

下面例子，

例３：一个化学方程式：
（ｘ１）Ｃ３Ｈ８＋（ｘ２）Ｏ２→（ｘ３）ＣＯ２＋（ｘ４）Ｈ２Ｏ

表１　生产成本（单位元）
成本 Ａ Ｂ Ｃ

原村料 ０．１０ ０．３０ ０．１５

劳动量 ０．３０ ０．４０ ０．２５

管理费 ０．１０ ０．２０ ０．１５

表２　生产件数（单位件）
产品 春 夏 秋 冬

Ａ ４００ ４００ ４５０ ４５０

Ｂ ２２０ ２００ ２６０ ２４０

Ｃ ６００ ５８０ ６２０ ６００

为了配平这个化学方程式，需找到 ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４使方
程式左右两端的碳原子数（Ｃ）、氢原子（Ｈ）和氧原子（Ｏ）
的总数相等。建立在反应过程中每种原子数目的数学

模型：

３ｘ１ ＝ｘ３
８ｘ１ ＝２ｘ４
２ｘ２ ＝２ｘ３＋ｘ

{
４

利用矩阵的初等行变换，可得方程组的通解为

ｘ１ ＝
１
４ｘ４，ｘ２ ＝

５
４ｘ４，ｘ３ ＝

３
４ｘ４，ｘ４为自由未知量

由于化学方程式中的系数必须为整数，（般用最小整

数）可取ｘ４＝４，此时配平后的化学方程式为：Ｃ３Ｈ８＋５Ｏ２
→３ＣＯ２＋４Ｈ２Ｏ．

［１］

又如信息学院学生讲解逆矩阵时，引入密码问题等

等不一一例举，总之针对学生专业，也就是对学生原有的

知识结构不同的基础上，重新构建线性代数知识，是建构

主义教学观的体现 ，一方面让学生主动去构建新知识，另

一方面，让学生明白线性代数在专业课程中的实用性。

２．４　教学中突出比较学习，培养学生的类比思维，并促
成内化知识

比如讲授余子式和代数余子式，让学生自己对比得

出了以下结论：

（１）对于给定的ｎ阶行列式Ｄ＝ｄｅｔ（ａｉｊ）元（ｉ，ｊ）的
余子式Ｍｉｊ和代数余子式Ａｉｊ仅对位置（ｉ，ｊ）有关，而与Ｄ
的（ｉ，ｊ）元的数值无关。

（２）它们间的联系是Ａｉｊ＝（－１）
ｉ＋ｊＭｉｊ，因而当ｉ＋ｊ为

偶数时，二者相同，当ｉ＋ｊ为奇数时，二者符号相反，它们
之间的关系也可用图示来表示，

＋ － …

－ ＋ － … …

＋ － ＋ …

    

＋ －
＂… ＋ － ＋

其中，符号“＋”表示对应位置上Ａｉｊ＝Ｍｉｊ；符号“－”表示
对应位置上Ａｉｊ＝－Ｍｉｊ，上图概括为：对角线上为正，正的
“邻居”为负，负的“邻居”为正。

学生自己归纳对比得出结论，学生内化成了个体知

识，在考试中就很少出现 Ａｉｊ符号错误现象。在教学中经
常对一些既有联系又有区别的概念，定理让学生自己去

对比分析其区别与联系。不仅有利类比思维的培养，还

利于促成知识的内化。比如行列式与矩阵的联系与区

别；矩阵的等价与向量组的等价的区别与联系，行阶梯形

矩阵与行最简形矩阵，矩阵的秩与向量组的秩等等，线代

中这种易混概念好多。基本方法的总结，如行列式的计

算探讨，矩阵初等变换的应用，逆矩阵的求法探讨；用小

课题或开放式作业方式要求学生课外完成。能满足不同

专业不同层次的学生的需求。学生通过对这些开放性作

业的完成，激发学生的学习兴趣，充分利用网络学习，加

深对基本概念的理解，对基本方法与基本技能的掌握。

２．５　鼓励学生探求一题多解，培养学生的发散思维
一题多解是由同一问题在解法上引起发散思维，对

某一问题的一种新的解法 ，很可能意味着一次新的突破。

所以在教学中经常鼓励学生探求一题多解，有利如知识

的生成。如教材［２］课后题很多题是有多种解法的，Ｐ２７：８
（１）题。

８（１）计算Ｄｎ ＝

ａ １



１ ａ

，其中对角线上元

素都是ａ，未写出的元素都是０．
解：（方法一）

Ｄｎ ＝

ａ １



１



ａ

按第一行

展开
ａ · （－

１）１＋１
ａ


ａｎ－１

＋１·（－１）１＋ｎ
０ ａ
 
 ａ

１ ０ｎ－１

２０１



第２期 刘金容：激发生成，促成内化：线性代数教学研究

＝＝＝＝＝＝＝
第二个行列式

按第一列展开
ａ·ａｎ－１ ＋ （ －

１）１＋ｎ（－１）ｎ－１＋１
ａ


ａｎ－２

＝ａｎ－ａｎ－２

＝ａｎ－２（ａ２－１）
（方法二）

Ｄｎ ＝

ａ １



１



ａ

按第二行

展开
ａ · （－

１）２＋２
ａ １



１ ａｎ－



１

按第二行

展开
ａ · ａ ·

（－１）２＋２
ａ １



１ ａｎ－２

………

＝＝＝＝＝
经过ｎ－２

次展开后
ａｎ－２ ａ １

１ ａ
＝

ａｎ－２（ａ２－１）方法二做完第一步后得Ｄｎ ＝ａＤｎ－１于是递
推可得结论。

（方法三）

Ｄｎ ＝

ａ １



１



ａ

ｒｎ－
１
ａｒ１

ａ １



ａ－１ａ

＝

ａｎ－１（ａ－１ａ）＝

ａｎ－２（ａ２－１）
看似简单的一道行列式计算，确是一个引起发散思

维的很好素材，可以借此在习题课中总结行列式计算常

用的方法。课后很多习题都是有多种方法求解的，鼓励

学生探求一题多解，能帮助学生知识的内化与生成。

２．６　培养学生批判性思维，促成知识内化
反例在线性代数教学中有其特殊作用，寻求反例的

过程，是加深理解、巩固知识的过程，也是培养学生的批

判性思维与辩证思维过程，通过引导学生如何寻求反例，

激发学生对数学学习的兴趣，从而使教学收到事半功倍

的效果。

如：从群的角度，零矩阵和实数０都是群的单位元。
但是在实数中０是一个数，而在矩阵中，零矩阵并不是一
个矩阵，而是一类矩阵的统称。实数０＝０成立，而矩阵０
＝矩阵０未必成立。

举反例１：０Ａ ＝( )００，０Ｂ ＝ ０ ０( )０ ０
由于矩阵相等的前

提是两个矩阵同型，而０Ａ，０Ｂ不同型列数不等，因而不等。

这个反例可同时说明在矩阵中，一般而言Ａ－Ａ≠Ｂ－Ｂ，
只有当Ａ与Ｂ是同型矩阵时该式才成立。

又如：在小学接触乘法时，定义是加法的简便运算，

在矩阵运算中由于数乘是通过数作用于每一个元素上来

实现，因在在矩阵运算中，数乘是矩阵加法的简便运算，

而矩阵乘法与数乘法有着截然不同的性质。

（１）数的乘法满足交换律，而矩阵乘法不具备，即在
矩阵乘法中ＡＢ≠ＢＡ未必成立。

构造反例２：如 Ａ＝ １ ６( )１ ７
，Ｂ＝ ０ １( )１ ０

则 ＡＢ＝

６ １( )７ １
，ＢＡ＝ １ ７( )１ ６

．

这里反例的构造，利用了初等矩阵的性质，左乘一个

初等矩阵相当于对初等矩阵作初等行变换，而右乘一个

初等矩阵相当于对矩阵做初等列变换，因此只要 Ａ矩阵
不是对称矩阵，ＡＢ≠ＢＡ。

（２）数乘法有消去律，而矩阵乘法中消去律也未必成
立，即ＡＢ＝０未必Ａ＝０或Ｂ＝０．

举反例３：如Ａ＝ １ １( )１ １
，Ｂ＝ １ －１

－( )１ １
显然Ａ≠

０，Ｂ≠０而ＡＢ＝０。［３］

此外向量的线性表示，线性相关性等是线性代数课

程教学中的重点与难点问题，这部分内容十分抽象，必须

结合实例与反例讲述其中一些概念。

２．７　创设多样化的学习平台与评价方式
为了在学时不断减少的情况下保证教学目标的实

现，在加强和提高有效的传统教学方法与手段的基础上，

注重了现代教学手段的建设和合理应用，除实施多媒体

教学大大提高教学效率外，还积极创造条件，建立网络课

外自主学习系统，提供课堂教学内容的辅助学习资源：线

代视频课件，线性代数 ＰＰＴ、网上答疑，线性代数习题库
等，实现多媒体与网络化，从而使课堂教学与课外学习有

机结合。评价方式采取综合评定，平时考勤、普通作业

１５％，开放作业１５％，期末考试占７０％。为了增加考试的
信度，在考题中采取了弹性设计，比如可以从１５０分的考
题中选取１００分考题做，加大了考题的覆盖面。

３　总　结
数学教师的使命不仅仅是传授，知识的更重要的是

将数学方法这一工具服务于社会各行各业，要让学生明

白数学来源于实践，最终也要回归到实践中去解决实际

问题。通过以“激发生成，促成内化”为目标的线性代数

教学改革，提高学生的学习积极性，并培养学生解决实际

问题的能力，为今后的学习和工作奠定坚实的基础。
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