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数学探究式教学案例探析

———以任意角的三角函数为例
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摘　要：数学探究是普通高中《数学课程标准》［１］中的一项重要内容。它是一种新的学习方式，这种方式能很好地
发展学生对数学概念的理解能力和对数学问题的解决能力，使得学生始终处于一种自主学习、积极思维、能动实践的状

态中。任意角的三角函数概念的讲授采用自主探究的方式，其教法与学法均是适宜的。本教学案例从摩天轮旋转实例

引入，建立数学模型，得出角的正弦值，然后将角放到直角坐标系中来探究三角函数值，延伸出数学史教育。整个教学流

程突出了学生主体，教师主导作用的发挥，让学生学习乐在其中。
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１　背景信息
三角函数是重要的基本初等函数之一，它既

是研究三角形特性的一种基本的数学工具，也是

描述周期性现象的一种重要数学模型，在数学、物

理等学科中有较高的地位。本案例节选自人教版

普通高中课程标准实验教科书《数学》必修４［２］，
第１．２．１节，“任意角的三角函数”。本节共安排
２课时，本案例所授课是第 １课时，课时 ４５ｍｉｎ。
占高中函数重要地位的三角函数与其他知识联系

密切（如三角函数与几何图形相结合，不易理

解），无论是从平时教学还是高考，该知识点的学

习都存在较大难度。数学师范生通过观摩三角函

数的教学，可以学习老教师在教学过程中是怎样

化解难点、突出重点的，从而能快速提升教学

能力。

由于在初中学习了锐角三角函数的概念，已

经知道它们是以锐角为自变量，以此值为函数值

的函数。结合锐角三角函数与几何法可直接解直

角三角形，而不需建立直角坐标系。当前任意角

三角函数的教学现状多数是借助任意角三角函数

的概念与锐角三角函数的因袭与延伸关系，以锐

角三角函数为先导引入，而后由特殊过渡到一般，

引导学生参与任意角三角函数的定义过程［３－５］。

本案例所授内容是三角函数这一章中最重要的一

节内容，主要是通过问题引导学生自主发现任意

角三角函数的生成过程，从而很好地体验三角函

数概念的产生与发展，理解三角函数的定义，以及

领悟直角坐标系的工具功能，丰富数形结合的实

践经验。

数学自主探究是指发现或提出数学问题并进

行观察分析，采用合适的方法运用有关数学结论

及规律，对问题做出解答或证明。自主、合作、探

究的教学方法应用在本次任意角三角函数概念的

讲授中，可有效地发展学生面对问题时的创新意

识和实践能力［６］。

２　案例正文
三角函数是高中阶段遇到的较为复杂的函

数，无论它的定义，还是它的图像、性质等都比较

复杂。在高考中几乎每一年都要考察三角函数的
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相关知识。作为学习整个三角函数知识的基础内

容，数学师范生熟练掌握任意角三角函数的教法

及学生的学法，对师范生的教学能力的提高有极

大的帮助。

２．１　任意角三角函数课堂教学片段实录
２．１．１　创设情境，建立模型

某市游乐场计划新建一座摩天轮，设摩天轮

的转轮半径为ｒ，转轮的中心离地面高度为ｈ０，如
图１所示。摩天轮沿逆时针方向转动，匀速转动
一圈需６ｍｉｎ，若游客从Ｄ点进入座舱，求游客离
地面的高度ｈ与转动时间ｔ的函数关系。

图１　摩天轮转动模型

师：我们先来假设这样一种情况，例如乘坐过

后３０秒，此时距离地面的高度怎么表示？
生：匀速转动一圈需６ｍｉｎ＝３６０ｓ，３０ｓ后则

形成的夹角为 ３０°，那么离地面高度为 ｈ＝ｈ０＋
ｒｓｉｎ３０°＝ｈ０＋ＥＦ。

师：再设想另外几种情况，６０ｓ呢？
生：ｈ＝ｈ０＋ｒｓｉｎ６０°。
师：９０ｓ呢？
生：ｈ＝ｈ０＋ｒｓｉｎ９０°。
师：一般地，过了ｔｓ呢？我们猜想一下…
生：ｈ＝ｈ０＋ｒｓｉｎｔ°。
师：这样的猜想是合情的，是否有理论依

据呢？

分析：由特殊到一般，从几个特殊情形开始考

虑，再给出猜想的一般性结论，最后论证该结论的

正确性。

总结：乘坐时人离地面的高度可由式子 ｈ＝
ｈ０＋ＥＦ来表示，其中ｈ０是定量，ＥＦ为转轮上 Ｆ
点到初始水平位置 ＯＤ的距离，是变量。在运动
过程中动点Ｆ和初始点 Ｄ分别与圆心 Ｏ形成连
线并得到变化的夹角∠ＦＯＤ，通过分析该夹角的
大小，并结合锐角三角函数，得出高度 ｈ与时间 ｔ
之间的函数关系。

师：对任意角∠ＦＯＤ，怎么定义ｓｉｎ∠ＦＯＤ？
在转动后时间为ｔｓ时，人到地面的距离为ｈ＝

ｈ０±ＥＦ，对比我们的猜想：ｈ＝ｈ０＋ｒｓｉｎｔ°，我们的
愿望是两者是和谐统一的，因此ｈ＝ｈ０ ±ＥＦ＝ｈ０

＋ｒｓｉｎｔ°，这时会有什么发生？
生：由于两式相等，ｈ０为相同量，因此 ｒｓｉｎｔ°

＝±ＥＦ。
师：对，必须有 ｒｓｉｎｔ°＝±ＥＦ，即 ｓｉｎｔ°＝±

ＥＦ／ｒ。
总结：夹角∠ＦＯＤ的大小随着Ｆ在圆周上匀

速运动而变化，由于点 Ｏ与点 Ｄ是确定的，即有
任意角∠ＦＯＤ对应着唯一的点Ｆ，进而对应着唯
一的ＥＦ，于是 ｓｉｎ∠ＦＯＤ＝±ＥＦ／ｒ，我们把这个
式子称为式①。

师：式①何时取正负值？
生：与其初始位置对比，ＯＤ上方为正，ＯＤ下

方为负。

师：由于 ｒ是大于 ０的，观察式①的特点可
知，比值取正负即分子取正负，大家想一想，我们

用怎样的一个量来替代ＥＦ或 －ＥＦ，可以使式①
的表示既简洁又统一呢？

生：可以建立直角坐标系，用点 Ｆ的纵坐标
来表示ＥＦ或 －ＥＦ。

师：那以此方法为导向，让我们一起来探究三

角函数的定义吧！

下面是知识拓展环节，一起来探究周期现象。

“离离原上草，一岁一枯荣。野火烧不尽，春

风吹又生”（王安石诗作《赋得古原草送别》）。这

首诗描绘的是自然界中遵循一定规律的周而复始

的现象，这种现象被称之为周期现象。我们常用

各种数学模型来描述生活中的实际问题，例如，在

描述人口增长，银行利率，细胞分裂等增长率问题

时，我们使用的是指数函数模型；在解决利润最大

或用料最省的问题中，常用的是二次函数模型；在

描绘地震的震幅变化时，常用的是对数函数模型。

用怎样的数学模型来描述周期现象呢？周期现象

一般伴随有周期运动，摩天轮的旋转运动就是一

种周期运动。那么 ｓｉｎ∠ＦＯＤ的变化情况如
何呢？

２．１．２　根据模型，推出定义
以∠ＦＯＤ为例，请分析以下规定是否合理。
１）设∠ＦＯＤ＝α；
２）在建立的直角坐标系中标出角α；
３）以原点为圆心，半径为ｒ作圆；
角α的终边与圆相交于点 Ｆ，Ｆ点的坐标为

（ｘ，ｙ）；
４）规定：ｓｉｎα＝ｙ／ｒ。
师：当α为锐角时，以上规定与初中所学的三

角函数的定义相矛盾吗？

生：不矛盾，而且，在直角坐标中角的大小可

９２
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随意控制。

师：圆的半径ｒ大小有限制吗？
生：由相似三角形的性质，对于同一个角 α，

无论其终边位置如何变化，这两边的比值是一定

的，因此圆半径ｒ的长度没有限定。
师：要使运算更为简便，半径ｒ该如何设定？
生：可以考虑取ｒ＝１。
师：很好！我们称圆心为原点，半径为单位长

度１的圆为单位圆。单位圆可帮助我们更为简洁
地表示我们前面的规定。

此时，导出任意角的三角函数定义就非常自

然了。设α是一个任意角，它的终边与单位圆交
于点Ｆ（ｘ，ｙ），如图２所示，那么，

图２　直角坐标系下摩天轮转动模型

ｙ叫作α的正弦，记作ｓｉｎα，即ｓｉｎα＝ｙ；
ｘ叫作α的余弦，记作ｃｏｓα，即ｃｏｓα＝ｘ；
ｙ／ｘ叫作α的正切，记作ｔａｎα，即ｔａｎα＝ｙ／ｘ，

ｘ≠０；
我们将上述正弦、余弦、正切函数统称为三角

函数。通过观察我们发现这类函数的特点是：自

变量都为角，函数值为角的终边与单位圆的交点

的坐标或坐标的比值。要使比值有意义就要注意

角的取值，我们称使比值有意义的角的集合为三

角函数的定义域。

最后，布置以下课堂思考题。

思考题 １：分析说明正弦、余弦、正切三角函
数的周期特性。

思考题２：利用三角函数定义在单位圆中，如
图３，求证：ｓｉｎｘ＜ｘ＜ｔａｎｘ，ｘ为锐角。

图３　思考题２

２．１．３　定义得出，纪念欧拉
三角函数的定义可谓“看似平凡最崎岖，成

如容易却艰辛”（王安石《题张司业诗》）。从三角

函数的发展历史来看，三角学兴起于天文观测，是

由古希腊数学家希帕霍斯为了定量地解决天体的

位置问题而发明的。早期的三角知识主要用于了

解和认识天文现象和规律，与圆等几何图形有不

可分割的联系。直到十三世纪三角学才正式脱离

了天文学的范畴，成为一个独立的数学分支［６］。

在十八世纪以前，人们对三角函数的研究大都是

在三角形内或是一个半径不定的圆内进行的，这

虽然发展了三角函数的应用，但使用起来是不方

便的。欧拉是研究三角学最杰出的数学家，是他

提出单位圆的概念，且定义三角函数为相应的线

段与圆半径１的比值。教材中对三角函数的定义
与欧拉的定义是一致的。欧拉巧妙地结合直角坐

标系和单位圆来定义三角函数，彻底地解决了角

在不同象限中时三角函数值的符号问题，由此使

得三角函数成为“最具有表现力的函数”，用于研

究现实世界中的周期现象。

欧拉（１７０７－１７８３年）是瑞士著名的数学家
和物理学家，代表作有《微分学原理》《积分学原

理》《无穷分析引论》等。１７６５～１７７１年他用双眼
直接观察太阳，双眼先后失明。欧拉一生奉献于

科学研究，留下了丰富的著作，是世界公认的伟大

数学家，同学们应以他为学习楷模。

２．２　任意角三角函数教学片段赏析
在任意角三角函数的概念教学中，采用的是

创设情境的导入方式，该情境来自生活中一实际

问题，对问题建立相应的数学模型，这与教材上开

门见山的引入是不同的。锐角三角函数的概念是

建立在直角三角形基础上的，其重点不是对函数

本质的认识，而在于利用直角三角形中边与角的

关系来解直角三角形。本案例的教学不以锐角三

角函数的概念为起点，而是向学生渗透数学建模

的思想，体现“函数是描述客观世界变化规律的

数学模型”，引导学生积极参与模型的建立过程，

观察圆心在原点上时，圆周上的点的坐标随角的

变化而变化，让学生直观了解到“对任意给定的

一个角，圆周上就有唯一的一个点与之对应”。

抓住函数的定义，使学生能认清变量之间的对应

关系，了解函数定义域和值域的范围，对三角函数

的本质特征有更充分的认识和理解。

本案例调动任意角的角度制、弧度制以及锐

角三角函数等储备知识，借以上实例的探究来打

破原有知识结构的平衡，从而感受到学习新知识
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的必要性———角的范围扩大了，情况更为一般了，

这种情境的变迁自然地致使学生去思考锐角三角

函数应“与时俱进”的问题。这种让学生做学习

过程中的主人，把定义的主动权交给学生，引导学

生参与定义过程，启发学生的创新思维，是数学探

究过程中的基本现象。

２．３　 数学探究有效方式在本案例中的启示
１）初中学习了锐角三角函数的概念，知道函

数的自变量为锐角，函数值为直角三角形中各边

的比值，若将锐角扩展到任意角，该课题具有一定

的开放性，故可选择自主探究式教学方式来学习

本知识。

２）创设情境，建立模型是讲授任意角三角函
数的一种数学思想和方法。从实际情境———提出

问题———数学模型———数学结果———检验结果，

这一过程就是一种很好的自主探究过程。

３）教师应努力成为数学探究课题的创造者、
组织者、指导者、合作者，学生应成为学习者、实践

者、发现者。因此数学师范生的培养与职后的培

训，均应始终坚持这一理念，同时不断求新务实。

４）教师应根据学生的差异特点提供有针对
性的指导，即“有指导的再创造”［６］。创造轻松愉

悦的学习氛围，培养学生的发散性思维，鼓励一部

分同学在模仿的基础上发挥自己的想象力和创

造性。

３　案例思考题
１）运用同课异构思维，至少用两种方式设计

任意角的三角函数定义的讲授。

２）怎样理解数学探究教学？教学实践中科
学地探究应遵循哪些原则？

４　案例使用说明
１）适用范围：大三师范生的试教与见习；高

中数学教师。

２）教学目的：通过讲任意角三角函数的定
义，学会自主探究教学方式；掌握数学探究，有助

教学水平提升。

３）教学建议：采用课件、视频或现场授课的
方式均可。时间４５ｍｉｎ。针对课题，可设若干个
小组设计教案，自主比较方案，科学选定教案。
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