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摘5要!机构自由度是+机械原理,教学中一个最重要的概念!是认识任何创新机构的前提和基础# 针对目前机械

相关专业+机械原理,教学中存在的机构自由度讲授思路单一性问题!以培养学生创新思维为目标!启发学生从多维度

理解机构自由度概念!本文在原有的机构自由度讲授思路基础上!提出辅以单个独立闭链机构具有 *个公约束模型的自

由度教学新思路!为面向+一带一路,培养我国新时代具有创新思维人才提供教学模式借鉴#
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!5前言

*机械原理+课程是一门专业技术基础课#是

机械相关专业的必修课程#其主要教学目标是使

学生掌握机构学和机械动力学的基本理论#基本

知识和基本技能#并初步具有拟定机械运动方案(

分析和设计机构的能力&!'

% 而对于机械运动方

案的分析和设计就是要求学生能够正确地选择和

设计合理的机构方案#该方案的合理与否对于机

械产品是至关重要的#产品的其他设计内容都是

在这个基础上建立起来的% 对机械产品的设计过

程实际上就是产品的创新过程#其本质的内容就

是机构创新&#'

% 因此#机构创新是机械产品创新

中非常重要和基本的部分#是维持和发展我国机

械产品在世界机械市场中比重的关键#是实现我

国机械行业可持续发展的基石&*'

% 而对于任何

创新机构最基本和首要的认识就是它的自由度#

因此#机构自由度的教学效果对于激发所授学生

的机构创新意识具有直接的影响#并对学生将来

创新思维的培养产生不可忽视作用%

然而#目前对于机构自由度的教学思路比较

单一#主要是通过活动构件本身所具有的自由度

减去运动副所带来的约束总数来求得%

本文将结合理工科教学内容安排#以培养学

生创新思维为目标#启发学生从多角度理解机构

自由度概念#并在原有的机构自由度讲授思路基

础上&3

4

+'

#提出辅以基于闭链机构公约束模型的

自由度教学新思路#为面向*一带一路+培养我国

新时代具有创新思维人才提供一种教学模式

借鉴%

#5机构自由度概念及目前教学思路

#)!5机构自由度概念

平面机构具有确定运动时所必须给定的独立

运动参数的个数#称为机构的自由度&"'

%

#)#5传统自由度教学思路

首先#传统自由度教学是通过介绍构件(机构

的含义#从而引入运动副% 接着#从运动副所带来

的约束角度出发#进而得到计算机构自由度的方
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法% 在平面机构中#每个独立的自由运动构件具

有两个方向上的移动自由度和一个转动自由度#

而当两个及两个以上的构件通过运动副连接后#

所形成的每个平面高副为机构带来一个约束#每

个平面低副为机构带来两个约束#假设所形成的

平面机构中共有 * 个运动构件#低副的个数为

:

L

#高副的个数为 :

I

#则机构共有"#:

L

m
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$个约

束#此时平面机构的自由度&!$'为
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求图 !所示平面四杆机构的自由度%

在图 !所示最简单的四杆机构中#由机构简

图可看出#该机构共有 3个构件#但运动构件个数

为 *#包含 $个高副#3个低副"即 3个转动副$#故

根据平面自由度计算公式"!$可知#该四杆机构

的自由度!
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图 !5四杆机构及其机构简图

但需要值得注意的是#在进行机构自由度计

算时#应排除局部自由度数目以及从机构的约束

数中减去虚约束的个数#故机构的自由度!
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式中!:为虚约束的个数.

!

为局部自由度数%

以计算图 #所示机构的自由度为例%

由图 #可以看出#该机构简图含有运动构件

%个#高副 *个#低副 !!个# J与I两处滚子处各

形成 !个局部自由度#即
!

j

##杆件 , 是虚约束#

即+

j

!#故由自由度计算公式"*$可知!
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目前传统自由度的教学思路基本都是!机构

自由度等于活动构件所带来的自由度总数减去运

动副所带来的约束总数求得#其教学思路比较单

一#不利于学生将各科知识进行融合#同时也不利

于学生发散性思维的培养% 虽然平面机构自由度

的计算公式看起来非常简单#但学生计算起来又

容易出错#对于一个稍微复杂的机构简图自由度

计算#往往不是简单的套用公式#还需要考虑局部

自由度(复合铰链(以及虚约束等情况&2'

% 通过

多年的教学实践发现#学生认为两类平面机构的

虚约束为学习难点#一类是两个构件之间构成多

个导路平行的移动副时组成虚约束#另外一类为

如果两个构件在多处相接触构成平面高副且各接

触点处的公法线重合时构成虚约束&,'

% 学生对

这两类虚约束难以理解#因此#为了开拓学生的视

野#打破传统自由度教学固有模式#培养学生多维

度看问题的方式#探索机构自由度计算新的辅助

教学方法已成为一个亟待解决的问题%

图 #5包装机送纸机构简图

*5基于螺旋理论的机构自由度教学

*)!5螺旋理论简介

螺旋理论&%'诞生于 !% 世纪#螺旋又名*旋

量+#由一组空间对偶矢量构成#站在几何学角

度#螺旋可被用来表示直线在空间的任意位置和

方向.站在力学角度#螺旋能被用来表示力或者力

矩.站在物理学角度#螺旋可以用来表示运动学中

物体的角速度或线速度.站在机构学角度#对平面

机构进行自由度分析时#螺旋又能够用来表示运

动副是转动副还是移动副&!$'

% ÎW/19=

&!!'用 " 个

标量形成的线矢量来表示空间中直线的位置和方

向#机构中所有运动副都能用螺旋来进行表示%

"2
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*)#5运动副的螺旋表示

*)#)!5转动副的螺旋表示

两构件之间的相对运动为转动的运动副称为

转动副&!#'

#也被称之为铰链% 用螺旋表示为!

j

"$.$

$

$.$)$

$

j

$) "+$

其中#转动副轴线的方向用 $ 的三个坐标表

示#$

$

与转动副轴线的位置有关% 当转动副轴线

与Q轴平行时#即表示轴线方向的 $ 矢量中 R与

(坐标为 $#此时转动副的线矢量可表示为!

j

"$ $ !.) ?$$) ""$

*)#)#5移动副的螺旋表示

两构件之间的相对运动为移动的运动副称为

移动副&!*'

#用螺旋表示为

j

"$.D$) "2$

其中#$是移动副的导轨方向#当移动副的导轨方

向垂直于 Q轴时#此时移动副的线矢量可表

示为!

j

"$ $ $.-' $$) ",$

试用*螺旋+表示图 *":$所示滚子推杆凸轮

机构的各运动副%

图 *5滚子推杆凸轮机构

分析!首先#对滚子推杆凸轮机构进行如图 *

"J$所示的*高副低代+#并建立坐标系#则该机构

运动副分别用螺旋表示为

>点处的转动副!

>

j

"$ $ !.$ $ $$ .B点处

的转动副!

B

j

"$ $ !.'
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J点处的转动副!

J
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"$ $ !.&

*

$ $$ .G点处

的移动副!
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"$ $ $.$ #
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式中的 ÎW/19=坐标元素 '

.

和#

.

与机构运动

副的轴线位置相关#不需具体求出#因为矩阵在进

行初等行变换时对于求反螺旋的坐标与个数没有

影响%

设反螺旋 ,
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矩阵的秩,

j

*#反螺旋的个数为 *

4

,
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*
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*#求得反螺旋为
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这三个反螺旋说明了该机构中任何构件都不

能绕着S轴或者T轴进行转动#也不能沿着Q轴

方向进行移动% 由于得到反螺旋的数目为 *#故

该机构就具有 * 个公共约束"反螺旋的数目等于

机构公共约束的数目$#从此滚子推杆凸轮机构

不难联想到对于所有的平面机构#组成平面机构

的所有转动副由于它们的轴线是互相平行的#当

把轴线方向选定为坐标系的 Q轴后#则任何平面

机构的转动副用螺旋表达出来后#其中的第一(第

二以及第六个元素必为零.而对于移动副来说#其

螺旋的线矢量表示必定为 j

"$ $ $.) ?$$的形

式% 当平面机构中含有高副时#通常经*高副低

代+得到的也是轴线互相平行的转动副#根据互

易积为零#仍会求得反螺旋为 *个#即公共约束为

*个%

证明!对于平面单环机构#它有 *个运动低副

"高副进行低代后可转化为低副$#* 个运动副用

*个螺旋表达出来#其螺旋系可表示为

!
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同理!设反螺旋 ,
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系数矩阵的秩,

j

*#反螺旋的个数为 *
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故对于任何平面单环机构来说它们的反螺旋

个数都是 *#换句话说#单个独立封闭环形成的公

共约束是 *.若不从运动构件为机构带来的自由

度出发#而从每个运动副为机构所引入的自由度

角度看#高副为机构引入 # 个自由度#低副"包括

移动副与转动副$则为机构带来 ! 个自由度#单

个独立闭环为机构带来 * 个公共约束#则对于平

面机构自由度有以下计算公式!
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式中!+

.

是具有.个约束的运动副个数.U是机构

独立封闭环的个数.0是机构运动副的总数.* 是

机构运动构件数%

同样考虑机构的虚约束与局部自由度#则有
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式中!

$

是机构的虚约束数.

%

是机构的局部自由

度% 如用此公式计算图二所示包装机送纸机构的

自由度!该机构高副有 *个#低副有 !!个#运动副

的总数 0

j

!!

m

*

j

!3#

%

j

##

$

j

!#带入式"!#$

可得!

"

M

$

#

.

M

!

"*

N

.$:

.

N

*"0

N

*$

P

$

N

%

M

#

O

*

P

!

O

!!

N

*"!3

N

%$

P

!

N

#

M

!A "!*$

通过计算我们不难发现#基于螺旋理论推导

出来的闭链机构公约束模型计算出的自由度与传

统公式计算出的自由度结果一致#这表明不管是

从活动构件所带来的自由度角度出发#还是从平

面机构运动副所带来的自由度个数看#它们最终

得到的答案都是相同的#正所谓*条条道路通罗

马+#就好比一个人走了两条路#起点不同#路线

不一致#但最后的终点却是相同的% 在实际教学

中采用上述基于螺旋理论的机构自由度教学思

路&!3'

#取得了较好教学效果#能够调动学生上课

思考问题的积极性#课堂氛围高涨% 该教学思路

设计符合本科阶段课程设置顺序#由于学生在此

课程之前就已经学习了线性代数课程#为后续螺

旋理论的学习做好了理论基础准备% 同时也能够

培养学生运用所学线性代数理论知识解决实际工

程问题的能力#有利于学生将所学知识融会贯通#

提高学生对专业课程的学习兴趣%

35结论

本文针对目前机械相关专业*机械原理+教

学中存在的机构自由度讲授思路单一性问题#启

发学生从多角度理解机构自由度概念#从培养创

新型人才为目标出发#并结合理工科教学内容安

排#在原有的机构自由度讲授思路基础上#提出辅

以基于反螺旋理论的自由度教学新思路%

综上所述#基于反螺旋理论的自由度教学思

路与目前的教学思路相比#具有以下优势!"!$新

的教学思路不仅引入了螺旋理论方面的知识#而

且巧妙地将线性代数中的相关知识融入其中#使

学生在学习机构自由度的同时还温习了线性代数

的知识% 这有利于激发学生应用知识的潜能#提

高学生对基础课的学习兴趣% "#$新的自由度教

学思路从运动副给机构带来的自由度出发#每个

低副带来一个自由度#每个高副带来两个自由度#

机构自由度等于运动副带来的自由度总数减去机

构所形成的所有独立闭环的公共约束数% 这有利

于学生对于各科知识的融合#启发学生对创新机

构的探索% "*$新的自由度教学思路一方面扩宽

了学生自由度的视野#对螺旋理论有了初步的了

解#另一方面使学生对自由度的概念有更深层次

的理解% 这有利于启发学生从问题的多维度(多

,2



第 "期 邓孔书#等!应用闭链机构公约束模型扩充自由度计算教学研究

层次进行思路#对面向*一带一路+培养我国新时

代具有创新思维人才具有最直接的影响%
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'!!( ÎW/19=M)̀ 0 :T9S69'E9?=V'>DX:/9)'M()̂='/99&Y

(0<A'>?;9@'V:ID'/(9?V'>N'0&'0! !,"+ $+%*+*

4

+,)

'!#( 韩忠义)机构自由度计算通用公式分析'M()黑龙江

科技信息!#$!2$!+%*!$#)

'!*( 卢文娟!张立杰!谢平!等)以对过约束的认识看自由

度分析的历史发展'M()机械工程学报!#$!2 $!+%*

,!

4

%#)

'!3( 于苏民)平面机构自由度计算中常见错误分析'M()

科技信息!#$!!$#"%*3!*

4

3!3)

9#:#'%+"$(B115-+',-$($./$00$(/$(:,%'-(,D$)#5$.

/5$:#)/"'-(D#+"'(-:0,$2E1'()-(=,"#I#=%##$.

C%##)$0-(/'5+35',-$(!#'+"-(=

CaT6]'0<A;W

:

# BaT6NW

:

# \GTB;W='0<

:

# NG\W:0VW:0

J

":)QW0:0 =̂'U(0/(:I]9VN:J'=:?'=V'>Q9:I?; F:(0?90:0/9>'=F9/;:0(/:Ia[W(XE90?-a0<(099=(0<

@9A9:=/; R90?9='>7&U:0/9& F(0(0<a[W(XE90?# F(0(A?=V'>a&W/:?('0.

J)D/;''I'>7=?A# QW0:0 O0(U9=A(?V'>D/(90/9:0& 89/;0'I'<V# H(:0<?:0 3!!#$!# R;(0:$

!"#$%&'$! F9/;:0(AE>=99&'EXI:VA:0 (EX'=?:0?='I9(0 8;9'=V'>F:/;(09A:0& F9/;:0(AEA# :0& (A

?;9>(=A??;(0<?;:?A;'WI& J910'S0 (0 >W=?;9=A?W&V'>:0V'?;9=(00'U:?(U9E9/;:0(AEA)G0 U(9S'>?;9E'0'?'Y

0V(0 ?;9?9:/;(0</I:AA9A?;9X:X9=# S(?; ?;9XW=X'A9?'/WI?(U:?9A?W&90?Ab(00'U:?(U9?;(01(0<# :(EA:?90Y

I(<;?90(0</'II9<9A:0& W0(U9=A(?(9AA?W&90?A?'W0&9=A?:0& ?;9/'0/9X?('0 '>E9/;:0(AE>=99&'E)P:A9& '0 ?;9

'=(<(0:I?9:/;(0<?;'W<;?A'>E9/;:0(AE>=99&'E# ?;9X:X9=X='X'A9A:09S?;'W<;?'>:0 :WZ(I(:=V/I'A9&

/;:(0 E9/;:0(AES(?; ?;=99/'EE'0 /'0A?=:(0?AE'&9IA# S;(/; X='U(&9A=9>9=90/9>'=?9:/;(0<X:??9=0A?;:?

/WI?(U:?9(00'U:?9& ?:I90?AW0&9=?;9P9I?:0& @':& G0(?(:?(U9(0 09S9=:)

()* +,%-#! E9/;:0(AE >=99&'E. ?9:/;(0<:XX=':/;. /I'A9& /;:(0 E9/;:0(AE. ?;=99/'EE'0 /'0Y

A?=:(0?A. (00'U:?(U9?:I90?A

"责任校对5刘兰霞#

%2


