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线性变换与特征向量的几何化教学探索 ①
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摘　要：在低维空间中用几何图形描述线性变换具有的特性及特征向量在线性变换中具有的不变性，引导学生将研

究低维空间的方法向高维空间推广，获得高维空间中研究特征向量数形结合的方法，让学生的思维由形象思维过渡到抽

象思维，加深学生对代数中抽象概念的理解，在教学中开展研究性教学，探索线性代数中几何化教学的途径。
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线性代数是工科院校的基础理论课，是为学生学习专业课和将来从事专业工作打下必要基础的课

程，也是培养学生思维能力和分析问题解决问题能力的一门学科，它属于数学中的代数系列。在其内容

描述上，线性代数通常有三种模式：抽象模式
!

代数模式和几何模式。若模式不同，则使用的语言也不

同，抽象模式使用形式语言，代数模式使用代数语言，几何模式使用几何语言。三种语言的发展由三种

思维形式主导，综合几何思维形式用于几何模式，解析算法思维形式用于代数模式，解析结构思维形式

用于抽象模式。因此，这三种模式语言及其转换让学生觉得线性代数内容具有高度抽象性，使得抽象的

内容与个人的知识结构联系不上，在短时间内较难适应线性代数课程的教学。教学实践表明：线性代数

课程的教学难点集中在概念的抽象上，这些抽象的概念多数具有直观的几何背景，不足的是传统的线性

代数教材［１，２］中几乎没有提供直观几何背景知识的感性材料，将代数与几何很好地联系起来，做到数形

结合。因此，这使得初学者在认识上难以将新知识与已学过的知识发生联系，有效地产生知识迁移，反

而因基本概念难理解常常产生畏惧心理，学习热情受挫，丧失兴趣，给学习线性代数造成障碍。

为了解决教学中的这些问题，教学的最有效办法便是由低维空间到高维空间，将几何化教学融入

“线性代数”课程的教学中。其方法首先是从代数到几何，结合线性代数教材中已有的教学内容，挖掘

抽象概念中的几何原型，赋予抽象概念的几何意义，将运算
!

变换的过程转化成对应几何图形的变化，

建立初学者对线性代数的感性认识。其次，由几何到代数，利用代数的方法针对性地处理一些复杂的几

何问题，让学生感受代数处理几何问题的方便与简洁。这种由形象到抽象
!

再由抽象到代数的“形象

与抽象”相互结合的教学形式，有助于学生加深对知识的理解，增强几何直观分析问题的能力，促进思

维的发展，有效化解线性代数课程知识体系中具有的抽象性，减少恐惧心理，提高学习兴趣。

１　线性变换几何化
线性变换是研究线性空间中元素之间的最基本联系，是线性空间上的一种自映射。线性空间上的

一个自映射被称为它的一个变换或算子，但一个变换不一定就是一个线性变换，只有这个变换在线性空

间上对线性加法运算封闭时才是线性变换。为便于理解，下面先给出相关概念的定义：

定义１．１[ ]３　设Ｖ是数域Ｋ上的线性空间，Ｔ是Ｖ的自映射，使对于Ｖ中的任意向量ｘ都有Ｖ中的
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唯一向量ｙ与之对应，则称Ｔ是Ｖ的一个变换或算子，通常记为Ｔｘ＝ｙ，称ｙ为ｘ在Ｔ下的象，ｘ是ｙ的
原象。

定义１．２[ ]３　如果数域Ｋ上的线性空间Ｖ的一个变换或算子Ｔ具有性质
Ｔ（ｋｘ＋ｌｙ）＝ｋＴ（ｘ）＋ｌＴ（ｙ），

其中ｘ，ｙ∈Ｖ，ｋ，ｌ∈Ｋ，则称Ｔ是Ｖ的一个线性变换或线性算子。
定义１．３[ ]３　设Ｔ是线性空间 Ｖ的线性变换，Ｖ中所有向量的象构成的集合，称为 Ｔ的值域，用

Ｒ（Ｔ）表示，即：
Ｒ（Ｔ）＝ Ｔｘｘ∈{ }Ｖ；

Ｖ中所有被Ｔ变为零向量的原象构成的集合，称为Ｔ的核，用Ｎ（Ｔ）表示，即
Ｎ（Ｔ）＝ ｘＴｘ＝０，ｘ∈{ }Ｖ。

这个知识点呈现给学生的问题是要确定线性变换Ｔ，如果有确定它的方法，引导学生探究线性变换
Ｔ的结构，这无疑会有助于学生对线性变换概念的理解，把抽象的定义用代数算式表达。

下面以有限维线性空间上的线性变换为例探究线性变换的结构。首先，将向量用基组向量的坐标

表示出来，再通过坐标把线性变换用矩阵表示，由矩阵具有的几何背景将线性变换几何化，让学生直观

地理解线性变换。在有限维线性空间上，任意向量都可以用它的基向量组作唯一线性表示，根据线性变

换Ｔ确定基向量组的象，则能获得Ｖ中任意向量在Ｔ下的象，即获得线性变换矩阵运算形式的等式。
设Ｔ是ｎ维线性空间Ｖｎ的线性变换，向量ｘ∈Ｖｎ且ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ是Ｖ

ｎ的一个基，则有ｘ＝ｘ１ｅ１＋
ｘ２ｅ２＋… ＋ｘｎｅｎ ＝ ｅ１，ｅ２，…ｅ( )

ｎ ｘ１，ｘ２，…ｘ[ ]
ｎ
Ｔ， （２．１）

Ｔｘ＝ｘ１（Ｔｅ１）＋ｘ２（Ｔｅ２）＋… ＋ｘｎ（Ｔｅｎ）， （２．２）
其中 ｘ１，ｘ２，…ｘ[ ]

ｎ
Ｔ为向量ｘ关于基向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ的坐标列向量，同时由（２．２）式得，Ｖ

ｎ中的

任意向量ｘ的象Ｔｘ由基象向量组Ｔｅ１，Ｔｅ２，…，Ｔｅｎ唯一确定，再根据线性变换Ｔ是Ｖ
ｎ上的自映射得基

象向量仍属于Ｖｎ，于是基象向量组被基向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ唯一线性表示，故令
Ｔｅ１ ＝ ａ１１ｅ１ ＋ ａ２１ｅ２ ＋… ＋ ａｎ１ｅｎ
Ｔｅ２ ＝ ａ１２ｅ１ ＋ ａ２２ｅ２ ＋… ＋ ａｎ２ｅｎ



Ｔｅｎ ＝ ａ１ｎｅ１ ＋ ａ２ｎｅ２ ＋… ＋ ａｎｎｅｎ










，

（２．３）

其中 ａ１ｉ，ａ２ｉ，…[ ]
ｎｉ
Ｔ∈Ｒｎ（ｉ＝１，２，…ｎ）为基象Ｔｅｉ关于基向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ的坐标列向量，通过矩阵

运算形式，将（２．３）式简单表示为
（Ｔｅ１，Ｔｅ２，…，Ｔｅｎ）＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）Ａ， （２．４）

其中Ａ＝ ａ( )
ｉｊｎ×ｎ为ｎ阶方阵，教材中

[ ]１将矩阵Ａ称为线性变换Ｔ关于基向量组 ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ的矩阵。
结合（２．１），（２．２）和（２．４）式，以基向量组、方阵Ａ和ｘ的坐标列向量的矩阵运算形式，得到象 Ｔｘ的代
数等式如下：

Ｔｘ＝（Ｔｅ１，Ｔｅ２，…，Ｔｅｎ）ｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]
ｎ
Ｔ ＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）Ａｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]

ｎ
Ｔ。 （２．５）

在（２．５）式中矩阵Ａ的列向量是基象Ｔｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）关于基向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ的坐标列向量，
Ａｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]

ｎ
Ｔ是向量ｘ的象Ｔｘ关于基ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ向量组的坐标列向量。（２．５）式是线性变换Ｔ最

关键的等式，当基向量组被确定时，它将定义１．１抽象的线性变换Ｔ表成了一个具体的以矩阵运算形式
相乘的代数等式。由（２．５）式可知：在理解线性变换 Ｔｘ的代数等式时，应该结合选定的基向量组理解
矩阵Ａ的变化，方阵Ａ由Ｖｎ中选定的基向量组唯一确定，若基向量组改变，则方阵 Ａ亦改变，但同一个
线性变换在不同基向量组下的矩阵存在着一种相似关系，这是一种等价关系，因此，一个线性变换对应

着一类相似矩阵。在线性变换（２．５）式中，还隐含着Ｒｎ到Ｒｎ的一种坐标之间的线性对应关系，即原象
的坐标对应着象的坐标，它是Ｒｎ上的线性变换，用如下的代数等式表示：

Ｔ：ｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]
ｎ
Ｔ Ａｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]

ｎ
Ｔ，

Ｔｘ＝Ａｘ， （２．６）

１２
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在教材中常以矩阵（２．６）式的形式作为线性变换教学的主要内容，事实上它是伴随一个具体的线
性变换在选定基向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ时，在Ｒ

ｎ上原象的坐标与象的坐标相对应的变换；反之，若知道形

如（２．６）式在Ｒｎ上的一个坐标对应关系式Ｔ，则在已知Ｖｎ基向量组ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ的条件下，亦可以反
推得到Ｖｎ上的线性变换Ｔ。

例１设ｘ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ[ ]
３
Ｔ∈Ｒ３且线性变换Ｔｘ＝ ｘ１＋ｘ２－３ｘ３，３ｘ１－ｘ２－３ｘ３，[ ]０Ｔ，求下列基向量

组矩阵运算形式的线性变换Ｔ
１）已知基向量组ｅ１ ＝ １，０，[ ]０Ｔ，ｅ２ ＝ ０，１，[ ]０Ｔ，ｅ３ ＝ ０，０，[ ]１Ｔ；

２）已知基向量组珓ｅ１ ＝ １，０，[ ]０Ｔ，珓ｅ２ ＝ １，１，[ ]０Ｔ，珓ｅ３ ＝ １，１，[ ]１Ｔ。

解１）由Ｔｘ＝ ｘ１＋ｘ２－３ｘ３，３ｘ１－ｘ２－３ｘ３，[ ]０Ｔ得基向量组的象

Ｔｅ１ ＝ １，３，[ ]０Ｔ ＝ｅ１＋３ｅ２，Ｔｅ２ ＝ １，－１，[ ]０Ｔ ＝ｅ１－ｅ２，Ｔｅ３ ＝ －３，－３，[ ]０Ｔ ＝－３ｅ１－３ｅ２

（Ｔｅ１，Ｔｅ２，Ｔｅ３）＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）
１ １ －３
３ －１ －３







０ ０ ０
，其中矩阵Ａ＝

１ １ －３
３ －１ －３







０ ０ ０
。

对于任意给定的向量ｘ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ[ ]
３
Ｔ∈Ｒ３，用矩阵运算形式得到线性变换Ｔ：

Ｔｘ＝＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）Ａｘ１，ｘ２，ｘ[ ]
３
Ｔ （２．７）

２）同问题１）的方法推得基向量组的象

（Ｔ珓ｅ１，Ｔ珓ｅ２，Ｔ珓ｅ３）＝（珓ｅ１，珓ｅ２，珓ｅ３）
１ ２ －１
３ ２ －１







０ ０ ０
′其中矩阵珘Ａ＝

１ ２ －１
３ ２ －１







０ ０ ０
，

Ｔｘ＝Ｔ（ｘ１－ｘ２）珓ｅ１＋（ｘ２－ｘ３）珓ｅ２＋ｘ３珓ｅ[ ]
３ ＝（Ｔ珓ｅ１，Ｔ珓ｅ２，Ｔ珓ｅ３）

１ －１ ０
０ １ －１







０ ０ １

ｘ１
ｘ２
ｘ










３

＝（珓ｅ１，珓ｅ２，珓ｅ３）珘Ａ
１ －１ ０
０ １ －１







０ ０ １

ｘ１
ｘ２
ｘ










３

。 （２．８）

针对实例中的问题１）与问题２），根据图形变化及代数等式的表示引导学生从如下两方面理解线
性变换的概念：

一方面，（２．７）与 （２．８）式表明：同一线性变换Ｔ通过矩阵运算表示成了两个不同的代数等式。因
此，在线性空间中对于同一个线性变换，当选取的基向量组不同时，得到的代数等式一般也不同，但线性

变换的两个基向量组的矩阵Ａ与珘Ａ彼此相似，所求关系式的过程演示如下：

Ｔｘ＝（珓ｅ１，珓ｅ２，珓ｅ３）珘Ａ
１ －１ ０
０ １ －１







０ ０ １

ｘ１
ｘ２
ｘ










３

＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）Ａ
ｘ１
ｘ２
ｘ










３

且（珓ｅ１，珓ｅ２，珓ｅ３）＝（ｅ１，ｅ２，ｅ３）
１ １ １
０ １ １







０ ０ １
，

令Ｃ＝
１ １ １
０ １ １







０ ０ １
，得矩阵Ａ与珘Ａ的关系式Ａ＝Ｃ珘ＡＣ－１或珘Ａ＝Ｃ－１ＡＣ。

推广到一般有结论：同一线性变换不同基向量组的矩阵彼此都相似。

另一方面，将两个线性变换Ｔ１ｘ＝Ａｘ与Ｔ２ｘ＝珘ＡＣ
－１ｘ置于空间直角坐标系中，用图形描述原象与

象的变化得知：其象坐标的向量Ｔ１ｘ和Ｔ２ｘ由原象的坐标向量ｘ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ[ ]
３
Ｔ绕坐标原点在空间经过

旋转且伸缩得到，且都落在ｘｏｙ直角坐标平面上，所得到的象空间为二维平面向量空间，维数等于矩阵
Ａ或珘ＡＣ－１的秩；结合线性空间的性质若用代数等式表示，则象Ｔ１ｘ与Ｔ２ｘ相应用矩阵Ａ和矩阵珘ＡＣ

－１的

列向量作线性表示，象空间的结构由这两个矩阵的列向量确定，矩阵的列向量极大线性无关组的个数等

于象空间的维数，与矩阵的秩相等。

２２
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以上实例针对低维的三维线性空间，对象空间具有的结构特点进行了分析，在教学中，如果将低维

空间具有类似的这些特点，逐步地推广到高维空间，这将有助于学生理解定义１．２与定义１．３。因此，
在任意有限维向量空间中如下描述两个集合 Ｒ（Ｔ）及 Ｎ（Ｔ）的代数与空间的几何意义，学生也就不难
理解了：

如果线性变换Ｔ的基向量组矩阵为Ａ，则Ｒ（Ｔ）中象的坐标列向量由原象的坐标列向量绕坐标原
点在空间旋转经过伸缩得到，并落在由矩阵 Ａ的列向量组所张成的多面体中；象集合 Ｒ（Ｔ）＝
Ｔｘｘ∈{ }Ｖ 对线性运算是封闭的，其维数等于矩阵 Ａ的秩，是 Ｖ的线性子空间；若 Ｒ（Ｔ）中的向量 Ｔｘ

用坐标的代数等式表示，则它的坐标列向量是矩阵Ａ的列向量组的线性组合；线性变换Ｔ的核Ｎ（Ｔ）＝
ｘＴｘ＝０，ｘ∈{ }Ｖ 对线性运算同样也是封闭的，是 Ｖ的线性子空间 ，其维数等于齐次线性方程组 Ａｘ

＝０解空间 ｘＡｘ＝０，ｘ∈{ }Ｋ 的维数，且关于维数有一个重要结论：原象空间Ｖ的维数等于象子空间

Ｒ（Ｔ）维数与核子空间Ｎ（Ｔ）维数之和。

２　特征向量几何化
线性空间Ｖ中有一些非零向量ｘ经过线性变换Ｔ，得到的象向量Ｔｘ与原象向量是线性相关的，这

些向量与零向量构成的集合是Ｖ的子空间，具有某些共同的特征，若用几何化的方法将这些特征呈现给
学生，抽象的代数等式则转变成为向量几何图形，线性变换对应着几何图形中原象向量与象向量的

变化。

下面首先定义具有此种特征的向量，尔后通过实例说明数形结合，再在空间中描述这些向量的特

性。这将有利于促进学生思维的发展，掌握好线性变换中的不变量。

定义２．１[ ]３　设Ｔ是数域Ｋ上的线性空间Ｖｎ的线性变换，且对Ｋ中某一数λ，存在非零向量ｘ∈
Ｖｎ，使得

Ｔｘ＝λｘ （２．９）
成立，则称数λ为Ｔ的特征值，ｘ为Ｔ的属于λ的特征向量。

由线性变换的定义及（２．９）式表明：如果ｘ是Ｔ的属于特征值λ的特征向量，则任意数ｋ≠０与ｘ的
乘积ｋｘ也是属于特征值λ的线性变换Ｔ的特征向量，即等式Ｔ( )ｋｘ＝λ( )ｋｘ成立；如果矩阵Ａ是线性
变换Ｔ关于基向量组 ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ的矩阵，当属于特征值 λ的特征向量 ｘ用坐标形式表成 ｘ＝
ｅ１，ｅ２，…，ｅ( )

ｎ ｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]
ｎ
Ｔ时，由（２．９）式易得向量ｘ的坐标等式

λ( )Ｅ－Ａ ｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]
ｎ
Ｔ ＝０， （２．１０）

其中Ｅ是ｎ阶单位矩阵，（２．１０）式是一个齐次线性方程组。根据特征向量ｘ≠０，则有结论：
齐次线性方程组（２．１０）式有非零解，当且仅当行列式ｄｅｔλ０( )Ｅ－Ａ ＝０。
行列式ｄｅｔλ０( )Ｅ－Ａ 是 λ的一个 ｎ次多项式，在教材中被定义为矩阵 Ａ的特征多项式，方程

ｄｅｔλ( )Ｅ－Ａ ＝０被定义为矩阵Ａ的特征方程，ｘ的坐标向量 ｘ１，ｘ２，…，ｘ[ ]
ｎ
Ｔ称为矩阵Ａ属于λ０的特征

向量。

定义２．２[ ]３　设Ｔ是线性空间Ｖｎ的线性变换，λ是Ｔ的一个特征值，则Ｖｎ的子空间
Ｖλ ＝ ｘＴｘ＝λｘ，ｘ∈Ｖ{ }ｎ （２．１１）

称为Ｔ的属于λ的特征子空间。
例２　设Ｔ是线性空间Ｖ３的线性变换，已知Ｔ关于基向量组ｅ１，ｅ２，ｅ３的矩阵Ａ是

Ａ＝
１ ２ ２
２ １ ２







２ ２ １
，

求Ｔ的特征值、特征向量和特征子空间。
解 易求出矩阵Ａ的特征多项式
ｄｅｔλ( )Ｅ－Ａ ＝ λ＋( )１２ λ－( )５，

３２
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于是，得到线性变换Ｔ的特征值λ１ ＝－１（二重特征值），λ２ ＝５．
当特征值λ１＝－１时，齐次线性方程组 λ１( )Ｅ－Ａ ｘ１，ｘ２，ｘ[ ]

３
Ｔ＝０的一个基础解系为 １，０，－[ ]１Ｔ，

０，１，－[ ]１Ｔ，这两个向量是矩阵Ａ的特征向量，矩阵Ａ属于λ１的全体特征向量表示为ｋ１，０，－[ ]１Ｔ＋
珓ｋ０，１，－[ ]１Ｔ（ｋ，珓ｋ∈Ｒ且不同时为零）。根据Ｔ与Ａ的特征向量之关系，线性变换Ｔ属于λ１的两个线性
无关的特征向量为

ｙ＝ ｅ１，ｅ２，ｅ( )
３ １，０，－[ ]１Ｔ，珓ｙ＝ ｅ１，ｅ２，ｅ( )

３ ０，１，－[ ]１Ｔ。

线性变换Ｔ属于λ１的全体特征向量表示为
ｋｙ＋珓ｋ珓ｙ　（ｋ，珓ｋ∈Ｒ且不同时为零）。 （２．１２）
λ１的特征子空间是一个二维向量空间，可表示为
Ｖλ１ ＝ ｘＴｘ＝λ１ｘ，ｘ∈Ｖ{ }ｎ 。 （２．１３）

若将（２．１２）式用Ｖ３的基向量组ｅ１，ｅ２，ｅ３作线性表示，则由（２．１１）式可得特征子空间
Ｖλ１ ＝ ｋ（ｅ１－ｅ３）＋珓ｋ（ｅ２－ｅ３）ｋ，珓ｋ∈{ }Ｒ， （２．１４）

当λ２＝５时，齐次线性方程组 λ２( )Ｅ－Ａ ｘ１，ｘ２，ｘ[ ]
３
Ｔ＝０的一个基础解系为 １，１，[ ]１Ｔ，矩阵Ａ属于

λ２的全体特征向量表示为ｋ１，１，[ ]１Ｔ（ｋ∈Ｒ且不为零）。同理，可得线性变换Ｔ属于λ２的全体特征向量
珋ｙ＝ｋｅ１，ｅ２，ｅ( )

３ １，１，[ ]１Ｔ　（ｋ∈Ｒ且不为零） （２．１５）
λ２的特征子空间为
Ｖλ２ ＝ ｋ珋ｙｋ∈{ }Ｒ ＝ ｋ（ｅ１＋ｅ２＋ｅ３）ｋ∈{ }Ｒ。 （２．１６）

例２中（２．１２）与 （２．１３）两式表明：从几何图形观察，特征子空间Ｖλ１由λ１的全体特征向量与零向
量构成，特征向量都落在向量ｙ与 珓ｙ所张成的二维平面上，而落在ｙ与 珓ｙ所张成平面上的非零向量都是
Ｔ的属于特征值λ１的特征向量；属于特征子空间Ｖλ１中的向量ｘ与象向量Ｔｘ共线，象向量Ｔｘ由原象向
量ｘ反向拉伸得到，向量的模长彼此相等。

以上的实例，详尽地探讨了三维线性空间中线性变换Ｔ及其基向量组矩阵Ａ的特征值与特征向量
的问题，以直观感性的几何变化建立学生对低维空间中特征向量的理解与认识，让学生正确理解Ｔ的特
征向量与矩阵Ａ的特征向量之间既有密切联系但又有区别。Ｔ的特征向量是线性变换Ｔ象空间中的量，
而Ａ的特征向量则是Ｔ的原象向量关于基组的坐标向量在坐标空间中的量，而在各自的空间中，两者的
几何位置是一一对应的。因此，由定义２．１表述的特征向量所具有的代数与几何意义，在三维空间与高
维空间中是类似的，用几何语言作如下描述：

ｎ维向量空间中的线性变换Ｔ，在确定基向量组后，它对应着一个方阵，同一线性变换下不同基向
量组的矩阵彼此相似；线性变换的过程就是把原象空间中的任意一个向量与对应的坐标向量在各自的

空间中进行旋转、伸缩，得到方向或长度多数不同的新向量；如果线性变换与它对应的矩阵分别对某些

原象及原象的坐标向量只进行同向（特征值为正）或反向（特征值为负）或变成零向量（特征值为零）的

伸缩变换，而无旋转变化，则这些向量相应的就是线性变换的特征向量及它所对应矩阵的特征向量，对

于非零特征值的特征向量，其伸缩比等于特征值的绝对值；特征向量的不变性表现为原象向量与象向量

共线即是线性相关的，特征向量所在的直线及特征子空间在线性变换下保持不变。
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