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反例对数学分析教学的促进作用 ①
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摘　要：在数学分析的教学中，举出相应反例，可以加深对数学概念、定理、法则、公式的理解以及纠正学习中的错

误，有利于激发学生的学习兴趣，培养创新意识和创新能力。恰当运用反例，充分体现了对数学分析学习的重要性。
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１　引言
著名科学家、哲学家波普说：“知识成长的逻辑是在猜想和反驳中成长的。”数学中提出问题的主要

类型与陈述命题是否正确，如果正确则证明之，如果不正确则举出一个相反的例子驳倒它，这种用来说

明某命题不真的例子在数学上称为反例。它是相对于数学命题而言的具体实例，是反驳与纠正错误的

一种方法。

例如：“若函数ｆ( )ｘ的原函数Ｆ( )ｘ存在，则ｆ( )ｘ连续。”这个命题是不正确的。

反例　ｆ（ｘ）＝ １，ｘ∈（０，１）
０，ｘ＝０，{ １

Ｆ( )ｘ＝
ｘ，ｘ∈（０，１）
０，ｘ＝０，{ １

，

说明Ｆ( )ｘ是ｆ( )ｘ的原函数，但在ｆ( )ｘ在０，１间断。

数学分析是近代数学与现代科学的基础。作为师范院校数学专业最重要的专业基础课，它对于许

多后续课程的学习，如常微分方程、复变函数、概率统计、实变函数等课程，乃至对思维问题和解决问题

能力的培养都起着十分重要的作用。该课程的内容包含一套抽象而且形式化的严谨的理论体系，这使

刚跨入高等学校数学专业的学生一开始就遇到了学习上的困难，具体表现在不能准确理解概念的本质、

无法正确运用数学分析中的有关定理解决问题等等。因此，在数学分析的学习中，要正确理解概念，分

清定理中条件的必要性和充分性，纠正错误与克服思维定势，明确定理、法则、公式中条件的严密性及推

翻假设命题等。恰当地使用反例来帮助学生修正理解时的错误，走出误区，不仅是一种有效的方法，也

是一种必要的手段。下面就简单地谈谈数学分析的学习中所得出的反例在学习数学分析中的若干

作用。

２　反例在数学分析教学中的作用
２．１　反例能正确理解概念

数学的知识体系是由概念和命题组成的，要掌握好数学分析，首先要正确理解概念。从一定意义上

来说，数学分析学习成绩的高低取决于对数学分析概念的掌握程度。如果不重视概念的学习，对概念的

特征本质抓得不准、分得不清、记得不牢，就会在很大程度上影响数学分析学习。反例是强化概念的有
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力工具，往往起到正例所起不到的作用。

例１[ ]１数列极限的ε－Ｎ定义：“ε＞０，正整数Ｎ，当ｎ＞Ｎ时，有 ａｎ－ａ ＜ε．”

如果我们对这一概念分得不清，就会容易理解为“无限个ε＞０，对每个ε都存在正整数Ｎ，当ｎ＞
Ｎ时，有 ａｎ－ａ ＜ε”。事实上，这是不正确的

［２］。

反例１　数列ａｎ ＝
１＋（－１）ｎ

４ ，它有无限多个εｎ ＝
１
２＋

１
２ｎ
对每个εｎ ＝

１
２＋

１
２ｎ
都存在正整数Ｎ

（可取Ｎ＝１）对任给的ｎ＞Ｎ有

１＋ －( )１ｎ

４ －０ ＝
０＜εｎ当ｎ为奇数时

１
２ ＜εｎ当ｎ

{ 为偶数时
，　但数列 １＋（－１）ｎ{ }４

是发散的。

２．２　反例能分清定理中条件的必要性和充分性
分清数学分析问题中的充分条件和必要条件，有助于对分析问题的研究，也有利于对定理的理解。

反例能帮助我们分清定理中条件的必要性和充分性，从而起到深刻理解，牢固掌握的作用。

例２[ ]１　如果二元函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）上可微，则全微分ｄｚ＝ｚ
ｘ
ｄｘ＋ｚ

ｙ
ｄｙ存在，显然两个

偏导数
ｚ
ｘ
，
ｚ
ｙ
存在。但函数ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）在点（ｘ，ｙ）处两个偏导数存在，函数不一定在这点可微。说明

对二元函数来说，函数在某点可微是函数在该点存在两个偏导数的充分而不必要条件。

反例２［３］　ｆ（ｘ，ｙ）＝槡 ｘｙ在点（０，０）存在两个偏导数

ｆｘ（０，０）＝ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（Δｘ，０）－ｆ（０，０）
Δｘ

＝ｌｉｍ
Δｘ→０

０
Δｘ
＝０；ｆｙ（０，０）＝ｌｉｍ

Δｙ→０

ｆ（０，Δｙ）－ｆ（０，０）
Δｙ

＝ｌｉｍ
Δｙ→０

０
Δｙ
＝０。

假定（ｘ，ｙ）在点（０，０）可微，则必有ｄｆ＝ｆ＇ｘ（０，０）Δｘ＋ｆ＇ｙ（０，０）Δｙ＝０，

Δｆ＝ｆ（０＋Δｘ，０＋Δｙ）－ｆ（０，０）＝ ΔｘΔ槡 ｙ。

当取Δｙ＝Δｘ时，Δｆ＝ Δｘ·Δ槡 ｙ ＝ Δｘ槡
２ ＝ Δｘ，

ρ＝ Δｘ２· Δｙ槡
２ ＝ ２· Δｘ槡

２ ＝槡２Δｘ，

于是ｌｉｍ
ρ→０
＝Δｆ－ｄｆ

ρ
＝ｌｉｍ
ρ→０

Δｘ－０

槡２Δｘ
＝１

槡２
≠０。

即Δｆ－ｄｆ不是关于ρ的高阶无穷小量，因此函数ｆ（ｘ，ｙ）在点（０，０）不可微。

所以函数ｆ（ｘ，ｙ）＝槡 ｘｙ在原点（０，０）存在两个偏导数，但在点（０，０）不可微。

２．３　反例能纠正错误，克服思维定势
我们在研究数学问题时，容易形成固定的思维模式，即定势。它是发散的基础，没有一定的定势储

备，便没有灵活的发散。但是囿于定势和习惯便会产生“墨守成规”“机械记忆”“被动模仿”等负面效

应，容易形成思维障碍。悖习求异的反例恰恰是解决这一弊端的有力方法。

例３[ ]１　在学习洛必塔法则利用导数计算极限时，都认为只要符合条件都能求解的思维定势。事
实上，对于洛必塔法则，并不是只要符合条件都能求解。

反例３　求极限：ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ－ｅ－ｘ

ｅｘ＋ｅ－ｘ
，其中ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ｅ－ｘ，ｇ（ｘ）＝ｅｘ＋ｅ－ｘ。

显然 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｆ( )ｘ＝＋∞ ＝ｌｉｍ

ｘ→＋∞
ｇ( )ｘ，

但是
ｆ′( )ｘ
ｇ′( )ｘ

＝ｅ
ｘ＋ｅ－ｘ

ｅｘ－ｅ－ｘ
无论应用多少次洛必塔法则所求极限都是不定式，无法得到最终结果。

正确的解法：ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ－ｅ－ｘ

ｅｘ＋ｅ－ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１－ｅ－２ｘ

１＋ｅ－２ｘ
＝１。

９６
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２．４　反例能明确定理、法则、公式中条件的严密性
人们的认识总是由浅入深、逐步发展的，尽管老师在教学中把定理、法则、公式的意义和条件讲得十

分深刻、十分彻底，但学生在运用时，仍然会忽视定理、法则、公式的条件而造成错误。许多数学命题，其

条件有多个，当条件变化（增加、减少、更换）时，导致命题为假的反例就是条件变化的反例。

例４［４］　在数学分析中，罗尔定理的条件有三个：
（１）ｆ（ｘ）在 ａ，[ ]ｂ上连续；（２）ｆ（ｘ）在 ａ，( )ｂ上可导；（３）ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）。

结论是：至少有一点ξ∈（ａ，ｂ），使ｆ′（ξ）＝０。
为深刻理解此定理，可通过反例来说明罗尔定理中的三个条件与结论之间的关系。

反例４　（ｆ（ｘ）不满足条件（１）的情形的反例取ｆ（ｘ）＝
１
ｘ，ｘ∈Ｒ－

{ }０

１，ｘ＝
{

０
，

ｆ（ｘ）在（０，１）内可导，且ｆ（０）＝ｆ（１）＝１，
但ｆ（ｘ）在ｘ＝０点不连续，即ｆ（ｘ）在［０，１］上不连续。
显然在（０，１）内不存在ξ使得ｆ′（ξ）＝０。
类似地，讨论ｆ（ｘ）不满足条件（２）的情形，举反例：ｆ（ｘ）＝ ｘ，ｘ∈［－１，１］；

ｆ（ｘ）不满足条件（３）的情形，举反例：ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ，ｘ∈［１，２］。
另一方面，罗尔定理没有说，要使ｆ′（ξ）＝０成立的 ξ存在，上述三个条件非满足不可．事实上的确

存在这样的函数ｆ（ｘ），它不全满足上述三个条件，但ｆ′（ξ）＝０．成立的ξ在 ａ，( )ｂ内确实存在。

取反例：ｆ（ｘ）＝ １－ｘ
２，－１≤ｘ＜１

１，ｘ＝{ １
在［－１，１］上不满足罗尔定理的条件（１）和条件（３），但定理

的结论对该函数却成立，即存在ξ＝０∈（－１，１），使ｆ′（ξ）＝０。
２．５　反例是推翻假命题的重要手段

我们在学习未经证实的命题时，通常要做好肯定与否定的两手准备，要使命题得到肯定必须经过演

绎证明。而要否定一个命题，就要举一反例加以反驳即可。

例５　我们知道：可导函数在一点（该点可以不可导，但连续）的两侧导数异号，则该点取得极值。
现有命题：可导函数在极值点的左右两侧导数异号。（正确吗？）

这个命题理论上不好解释，更别说演绎证明了。但举一反例就可说明它是错误的。

取反例：ｆ（ｘ）＝
ｘ４ ２＋ｓｉｎ１( )ｘ，ｘ≠０
０，ｘ＝

{
０

，

显然ｆ（ｘ）在ｘ＝０取极小值，并且它的导数是：

ｆ（ｘ）＝
ｘ２ ４ｘ２＋ｓｉｎ１( )ｘ －ｃｏｓ

１[ ]ｘ，ｘ≠０
０，ｘ＝

{
０

。

在原点的每一侧的任意邻域内，导数兼取正值和负值，ｆ′（ｘ）无法形成如 ａ，( )０ 或 ０，( )ｂ的区间内

保号。

２．６　构造反例可以培养创新意识和创新能力
构造反例不是一项简单的工作，它是一个积极思考、探索发现的过程。我们通过构造反例，不仅开

拓了创新思维能力，还大大提高了解决数学分析难题的能力。

例６　试写出一正项级数∑
∞

ｎ＝１
ａｎ，使得它：１）∑

∞

ｎ＝１
ａｎ收敛；２）ａｎ≠ο

１( )ｎ。
分析：我们非常熟悉的级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ２
满足条件１）不满足条件２），而另一级数∑

∞

ｎ＝１

１
ｎ满足条件２）不满

０７
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足条件１）。考虑将二者结合起来，我们发现，如果把∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ２
中一部分项

１
ｎ２
换成

１
ｎ，那么所得的级数满

足条件２）。为使新级数仍然收敛，我们只对ｎ＝１，４，９，１６，２５，３６，…这些项进行上述改换，即新级数为

∑
∞

ｎ＝１
ａｎ ＝１＋

１
２２
＋１
３２
＋１
４２
＋１
５２
＋１
６２
＋１
７２
＋１
８２
＋１
９２
＋１
１０２
＋… （１）

级数（１）掺杂了一部分∑
∞

ｎ＝１

１
ｎ的项，这些项的和为１＋

１
４＋

１
９＋

１
１６＋… ＋

１
ｋ２
＋…，

由此可以想见级数（１）是收敛的。

解：设∑
∞

ｎ＝１
ａｎ如式（１）：当ｎ＝整数平方数时ａｎ ＝

１
ｎ，否则ａｎ ＝

１
ｎ２
。显然ａｎ≠ο（

１
ｎ）。

又因为部分和

Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｋ＝１

１
ｋｉ
ｉ＝ １，当ｋ＝整数的平方时

２，当ｋ≠{( )
整数的平方时

≤∑
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ２
＋∑

ｎ

ｋ２≤ｎ

１
ｋ２
≤２∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ２
＜２∑

∞

ｋ＝１

１
ｋ２
＜＋∞，

根据正项级数收敛的充分必要条件，此级数收敛。

３　结语
综上所述，我们可以看到，科学地运用反例来解决数学分析中的问题给我们带来了很大的方便。反

例的构造使我们加深了对知识的理解，拓宽了应用方向，从另一个角度维护了正例的思维，并在不断反

驳与肯定中达到了自我思维的肯定和知识体系的完善。在数学分析的学习中恰当地运用反例，可以强

化推理的严谨性，培养思维的批判性，对全面提高数学分析的学习、解题能力起到重要作用。
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