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近世代数教学中的问题解答 ①

欧阳伦群，郑棵心
（湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：对有限集合间映射的个数、ｎ个元素间加括号步骤的个数及等价关系中反射律条件是否多余等６类近世代

数教学中学生普遍感到难以理解的问题，通过实例分别做出详尽解答。
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近世代数是大学本科数学专业主干课程之一。它一方面是高等代数知识的深化与继续；另一方面

又为后续课程，如代数数论、代数几何和代数拓扑等重要基础课程的学习打下基础；同时又是一门应用

性很强的基础学科，在计算机、电子科学和信息科学等诸多领域都有着非常广泛的应用，特别是在信息

编码和信息安全方面更是应用广泛。但是由于近世代数具有高度抽象性和严密逻辑性的特点，学生学

习起来往往困难重重。下面参照张禾瑞先生所编的《近世代数基础》教材［１］，通过实例，对教材中学生

普遍感到难以理解的问题，一一做出详尽解答。

１　有限集合间映射的个数问题
映射是近世代数核心定义之一，贯穿于整个近世代数始终。弄清有限集合间映射的个数问题，有助

于深刻理解置换群和Ｃａｙｌｅｙ定理。许多同学不会计算有限集合间到底有多少不同性质的映射。下面
通过一个例题给出计算有限集合间不同性质映射个数的方法。此例题来源于文献［２］。

例１：设Ａ，Ｂ是２个非空有限集合，那么，（１）从Ａ到Ｂ可以建立多少个映射？（２）从Ａ到Ｂ可以
建立多少个单射？多少个满射？多少个一一映射？

解：设集合Ａ中有ｍ个元素，分别是ａ１，ａ２，…，ａｍ。集合Ｂ中有ｎ个元素，分别是ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ。则
（１）要建立一个从 Ａ到 Ｂ的映射 ψ，必须对集合 Ａ中每个元素 ａｉ（１!

ｉ
!

ｍ）都唯一确定一个像

ψ（ａｉ）。由于对每个ａｉ，（１!ｉ!ｍ），ψ（ａｉ）都有ｎ种选法，故从Ａ到Ｂ可建立ｎ
ｍ个映射。

（２）如果ｍ＞ｎ，则集合Ａ中至少有２个元素具有相同的像，此时从 Ａ到 Ｂ没有单射存在。下面
考虑ｍ

!

ｎ的情况。由于ψ（ａ１）有ｎ种选法，ψ（ａ２）有ｎ－１种选法，…，ψ（ａｍ）有ｎ－ｍ＋１种选法，故

从Ａ到Ｂ可建立Ｐｍｎ ＝ｎ（ｎ－１）…（ｎ－ｍ＋１）个单射。
如果ｍ＜ｎ，则显然没有从Ａ到Ｂ的满射存在。故只须考虑ｍｎ的情况。因为考虑的是满射，

故Ｂ中每个元素都有原像。又由于Ｂ中元素ｂ１的原像有ｍ种选法，ｂ２的原像有ｍ－１种选法，…，ｂｎ的
原像有ｍ－ｎ＋１种选法，故共有ｍ（ｍ－１）…（ｍ－ｎ＋１）＝Ｐｎｍ种选法，则从Ａ到Ｂ可建立Ｐ

ｎ
ｍ个满射。

由上面的讨论可知，只有当 ｍ ＝ｎ时，方可从 Ａ到 Ｂ建立一一映射，且建立一一映射的个数为
ｍ！个。
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２　ｎ个元素间加括号步骤的个数问题
设Ａ是一个集合，°是集合Ａ的二元运算，在集合 Ａ中任取 ｎ个元 ａ１，ａ２，…，ａｎ，符号 ａ１°ａ２°…°ａｎ

是没有意义的。但如果用一个加括号的步骤，当然会得到一个结果，加括号的步骤不止一种。由于ｎ是
一个有限整数，由文献［３］知这种加括号的步骤的个数也是一个有限整数，那么加括号的步骤到底有多
少种呢？

我们用Ｎ（ｎ）表示ｎ个元所有加括号的步骤的个数，则显然有Ｎ（１）＝１，Ｎ（ｎ）＝Ｎ（ｎ－１）Ｎ（１）＋
Ｎ（ｎ－２）Ｎ（２）＋… ＋Ｎ（１）Ｎ（ｎ－１）。

为了得到Ｎ（ｎ），可引入幂级数
ｙ＝Ｎ（１）ｘ＋Ｎ（２）ｘ２＋… ＋Ｎ（ｎ）ｘｎ＋…．
由于

ｙ２ ＝Ｎ（１）Ｎ（１）ｘ２＋［Ｎ（１）Ｎ（２）＋Ｎ（２）Ｎ（１）］ｘ３＋… ＝Ｎ（２）ｘ２＋Ｎ（３）ｘ３＋…，
故ｙ２－ｙ＋ｘ＝０。解此方程得

ｙ＝１－（１－４ｘ）
１
２

２ ＝∑
"

１

１·３…（２ｎ－３）
１·２…ｎ ２ｎ－１ｘｎ。

所以Ｎ（ｎ）＝１·３…（２ｎ－３）１·２…ｎ ２ｎ－１ ＝（２ｎ－２）！ｎ！（ｎ－１）！。

显然，当ｎ＝３时，ａ１°ａ２°ａ３有
（２×３－２）！
３！（３－１）！ ＝２种加括号的方法。

当ｎ＝４时，ａ１°ａ２°ａ３°ａ４有
（２×４－２）！
４！（４－１）！ ＝５种加括号的方法。

３　等价关系中反射律条件是否多余
有人说：假如一个关系Ｒ适合对称律和推移律，那么它必适合反射律。其推论方法是：因为Ｒ适合

对称律，ａＲｂｂＲａ，因为Ｒ适合推移律，ａＲｂ，ｂＲａａＲａ。从而关系Ｒ必定适合反射律，故等价关系中
反射律的条件是多余的。等价关系中反射律的条件真的是多余的吗？

我们的解答是：对集合中的任意元素ａ，如果集合中至少还存在一个元素ｂ，使得ａＲｂ，则由对称律
和推移律，必有ａＲａ；如果集合中存在这样一个元素ａ，它与集合中所有元素都不满足关系Ｒ，则由对称
律和推移律得不到ａＲａ。此时一个关系Ｒ仅适合对称律和推移律，它就不一定适合反射律，从而关系就
不一定是等价关系。例如：令Ａ是整数集合，在集合Ａ中定义关系Ｒ如下：ａＲｂ当且仅当ａｂ＞０。显然
关系Ｒ适合对称律和推移律。但由于０与Ａ中所有元素都不满足关系，故０Ｒ０不成立，Ｒ不满足反射
律。因而Ｒ不是等价关系。

４　环定义中加法必须满足交换律的条件是否多余
有人说环的定义中加法运算必须适合交换律的条件是多余的，因为由两个分配律成立可以得到环

中的加法运算肯定是适合交换律的，其证明方法如下：对任意ａ，ｂ∈Ｒ，由于分配律成立，有下列式子成
立：

（ａ＋ｂ）（１＋１）＝（ａ＋ｂ）×１＋（ａ＋ｂ）×１＝ａ＋ｂ＋ａ＋ｂ，
（ａ＋ｂ）（１＋１）＝ａ（１＋１）＋ｂ（１＋１）＝ａ＋ａ＋ｂ＋ｂ。
有ａ＋ｂ＋ａ＋ｂ＝ａ＋ａ＋ｂ＋ｂ得ａ＋ｂ＝ｂ＋ａ，再由ａ，ｂ的任意性知加法适合交换律。故环的

定义中加法运算必须适合交换律的条件是多余的。这种说法是否正确呢？

我们的解答是：如果环Ｒ是有单位元１的环，上述说法是正确的。在有单位元１的环中，加法适合
交换律的确是环中乘法对加法适合分配律这个条件的结果。但是如果环 Ｒ中没有单位元１，则由乘法
对加法满足分配律的条件得不到加法满足交换律的结论。实际上没有单位元１的环很多，故作为一般
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环的定义，加法满足交换律这个条件是必不可少的，并不多余。

５　半群中单位元与逆元素不同边是否还构成群
设｛Ｇ，°｝是一个半群，°是Ｇ的代数运算。如果半群｛Ｇ，°｝中有左单位元且每个元素有左逆元，或

半群｛Ｇ，°｝中有右单位元且每个元素有右逆元，则由近世代数中的相关知识，半群｛Ｇ，°｝是一个群。教
学中学生往往会问到另一个问题，如果半群｛Ｇ，°｝中单位元和逆元素出现在不同的边，譬如：半群
｛Ｇ，°｝中有左单位元，每个元素有右逆元，那么半群｛Ｇ，°｝是否也能构成一个群呢？

对于这个问题，我们的解答是：如果半群｛Ｇ，°｝中单位元与逆元素不同边，则半群｛Ｇ，°｝不一定
是群。

例如：设Ｆ是一个数域，Ｇ＝ ａ ｂ( )０ ０
｜ａ，ｂ∈Ｆ，且ａ≠{ }０，集合Ｇ中的代数运算°为普通的矩阵

乘法。则（１）Ｇ对运算°来说满足封闭性；（２）结合律成立；（３）ｅ＝ １ ０( )０ ０
是Ｇ的一个左单位元；（４）对

Ｇ的每一个元 ａ ｂ( )０ ０
∈Ｇ，ａ

－１ ０( )０ ０
是
ａ ｂ( )０ ０

的右逆元。但｛Ｇ，°｝不是一个群，因为由群的定义，群

的左单位元必是右单位元，而上述代数系统｛Ｇ，°｝中，ｅ是左单位元，但不是右单位元。故｛Ｇ，°｝不是
一个群。

６　群为何只对不变子群才能做商群
令Ｎ是Ｇ的子群，把Ｎ的所有右陪集做成一个集合 Ｓｒ ＝｛Ｎａ，Ｎｂ，Ｎｃ，…｝，在 Ｓｒ中定义运算：

（Ｎｘ）（Ｎｙ）＝Ｎ（ｘｙ）。我们知道如果Ｎ是Ｇ的不变子群，则Ｓｒ对此运算做成群，称之为群Ｇ对不变子
群Ｎ的商群，并记做Ｇ／Ｎ。现在的问题是：如果Ｎ是Ｇ的一般子群，Ｓｒ对此运算是否一定做成群？

我们的解答是：Ｓｒ对上述运算不一定做成群。因为Ｓｒ对上述运算做成一个群，则运算必须满足封
闭性，即两个右陪集Ｎａ与Ｎｂ运算的结果还必须是一个右陪集Ｎｃ。下面我们证明对任意Ｎａ，Ｎｂ∈Ｓｒ，
它们的积ＮａＮｂ仍是Ｎ的右陪集的充要条件是对任意ｘ∈Ｇ，有ｘＮ＝Ｎｘ，即Ｎ必为不变子群。

充分性：如果Ｎ为不变子群，则对任意Ｎａ，Ｎｂ∈Ｓｒ，有
ＮａＮｂ＝Ｎ（ａＮ）ｂ＝Ｎ（Ｎａ）ｂ＝ＮＮａｂ＝Ｎ（ａｂ），所以ＮａＮｂ＝Ｎ（ａｂ）是以ａｂ为代表元的右陪集。
必要性：对任意ｘ∈Ｇ，对ｙ∈Ｇ，由条件知ＮｘＮｙ仍是一个右陪集Ｎａ。但ｘｙ＝ｅｘｅｙ∈ＮｘＮｙ＝Ｎａ，

所以Ｎｘｙ＝Ｎａ＝ＮｘＮｙ。令ｙ＝ｅ，我们有Ｎｘ＝ＮｘＮ。任取ｘｎ∈ｘＮ，由式子Ｎｘ＝ＮｘＮ知，存在ｎ１，
ｎ２∈Ｎ使得ｎ１ｘ＝ｎ２ｘｎ，于是有ｎ

－１
２ｎ１ｘ＝ｘｎ，所以ｘｎ∈Ｎｘ。由ｘｎ的任意性知ｘＮＮｘ。再由ｘ的任

意性有ｘ－１ＮＮｘ－１，从而有ｘ（ｘ－１Ｎ）ｘｘ（Ｎｘ－１）ｘ，即ＮｘｘＮ，于是证明了ｘＮ＝Ｎｘ．
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