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ＨＰＭＥ视野下数学“金字塔”模型研究 ①

陈彦名
（湖南科技大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭４１１２０１）

摘　要：ＨＰＭ是为数学教育而研究数学历史，在数学教育中，依据教学目标和教学过程的需要，将数学史有机地融

合到数学教学过程中，增进学生对概念的理解、方法的提炼、思想的升华。而 ＰＭＥ属于数学、心理学和教育学的交叉学

科，侧重研究在数学课堂中，将教师的教学心理活动与学生的学习心理活动有机结合。ＨＰＭ与 ＰＭＥ结合研究（ＨＰＭＥ）

是数学史、数学、心理学、教育学等学科的集大成者。
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１　ＨＰＭ与ＰＭＥ的历史简介
“ＨＰＭ”可以追溯到１９７２年在英国艾克赛特举办的第二届国际数学教育大会（ＩＣＭＥ）上的一个工

作小组。国际数学教育心理学组织（ＰＭＥ）于１９７６年在德国的卡尔斯鲁厄成立。综合两者来看，ＨＰＭ
侧重研究如何将数学教学融合到数学史。其侧重在“数学”上，即剖析数学发展的顺序，探究在教学中

的应用价值，以期让学生了解数学史。数学的发展脉络基本上是数与运算、图形与几何、方程与函数、无

穷与极限、微分与积分；ＰＭＥ则主要研究当今的数学教育问题，深入到数学学习的心理活动，以更好地
提升教师的教学技能与技巧，关注在于“人”，探究如何让学生融入数学学习。ＨＰＭＥ则是ＨＰＭ与ＰＭＥ
的复合简称，从双视域下研究数学学习。本文侧重从数学学习的某一部分———问题解决，来研究 ＨＰＭ
与ＰＭＥ双视域下的数学问题解决。

２　ＨＰＭＥ视野下的数学问题解决之“金字塔”模型研究
２．１　“金字塔”模型的内涵研究

由图１［１］１２０－１２５的“金字塔”模型可知，从 Ｉ路线来看，法国数学家庞加莱认为：“数学课程的内容应
完全按照数学史上同样内容的发展流程展现给学生。”也就是说，结合数学教学内容的实际，教材内容

的编写可以显性地出现其中，即某些历史人物及其贡献、重要历史事件发生的时间等；也可以隐性地融

入教科书，主要是数学家的思想方法。基于历史发生原理，在数学问题解决过程中，学生的心理认知活

动在相当程度上会重塑历史上该知识的演变历程，这正好与心理学上的“心理发展”理论形成默契；具

体到某一模块的知识（数与运算，图形与几何，方程与函数，无穷与极限，微分与积分等），在数学问题解

决过程中，学生的思维路径或多或少会和古人一样，发生认知障碍（个体在认知活动中内部出现的疑惑

与混沌）。

从ＩＩ路线着手分析，在数学问题解决过程中，随着知识的储备、经验的积累和解题能力的提高，数
学学习心理活动水平会由低级向高级的发展方向；数学心理活动包含着诸多因素，在数学问题解决思维

活动过程中，它们之间的联结不断变化、重组与整合，形成螺旋式上升的认知技能。
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以ＩＩＩ路线来分析，通过数学问题解决的不断深入与训练，随着大量的数学知识、概念和程序的建
构，并且这些知识的存储都是经过精细加工和组织化的，进而丰富陈述性知识和程序性知识，以获得更

多的产生式，这样学生就可以实现生手→学徒→精熟→专家的发展模式。

图１　“金字塔”模型

２．２　“金字塔”模型的内在关系
Ｉ，ＩＩ，ＩＩＩ３线段的关系，如图２所示。

图２　“金字塔”模型的内在关系

由图２的“金字塔”模型的内在关系可以看出，Ｉ，ＩＩ，ＩＩＩ３线段是统一的有机整体，但同时又是相对独
立的。在整体上，三者互相交融，在数学问题解决过程中，学生在自学、合作学习及教师引导下，形成合

力，达到“金字塔”模型之巅，有望成为数学问题解决的“专家”。从局部角度观察，Ｉ线段是 ＩＩ和 ＩＩＩ线
段的基础，数学知识（数与运算，图形与几何，方程与函数，无穷与极限，微分与积分）是按照数学史的发

展脉络来编排，各级各类的数学问题是这些数学模块知识的载体。ＩＩ线段为 Ｉ线段的内化，具体而言，
就是在数学问题解决过程中，学生的数学心理活动内化于头脑中，并选择恰当的问题解决模式，通过一

个或若干个算子，使问题的初始状态向最终目标状态推进，以完成数学问题解决。并在此基础上，反复

训练问题解决能力，认知水平也由低级向高级发展，最终完成问题解决任务的目标。ＩＩＩ线段是 Ｉ线段
的外显，即在素质教育的背景下，按照新课标的学习指导与教学理念，让学生通过解决数学史取向的数

学问题，习得数学问题解决的方法，并付诸实践，使学生实现由解题“生手”向解题“专家”转化。ＩＩ和ＩＩＩ
互为促进，共同提升。具体为：随着学生的数学心理活动水平越来越高，学生的解决问题能力也按照生

手→学徒→精熟→专家的趋势发展；同样，学生问题解决能力的提高，也会提升数学心理活动
水平［２］５６－６０。
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３　影响“金字塔”模型的主要因素
影响学生形成并运用“金字塔”模型的因素大致可以分为内部因素和外部因素。

３．１　外部因素
环境因素。包括社会背景、文化传统、课堂氛围、教师引导以及合作学习等，会影响到学生对问题的

解决。

题型。选择题、填空题、简答题、分析题等类型。

问题的特点。即结构性、复杂性、动态性和专业性。

结构。每个问题都有自身的结构，这些结构包括问题的条件、陈述和结论等。

问题情境。一是可以结合数学史，将历史融入课堂教学；二是教师重现问题的形成过程，深入探究

学生产生学习困惑或障碍的原因，营造新的问题情境，以激发学生解决问题的兴趣。

３．２　内部因素
知识基础。即学生的先前知识及其表征。先前的知识经验有利于学生在适当的时候选择适当的策

略、方法和算法。

解题策略。一是从宏观角度出发的一般性策略，如波利亚的“怎样解题表”，奥加涅相的解题４阶
段论———理解条件，制定计划，实施计划，研究解答；二是从微观视角来分类，具体的数学思想方法，如分

析与综合法、归纳与演绎法、公理化方法、数学结合思想、ＲＭＩ原理等思想方法。
元认知。即认知主体对自身心理状态、能力、任务目标、认知策略等方面的认知。在数学问题解决

过程中，元认知可以帮助学生监控和调节自己的认知进程，进而优化解题策略，并对认知过程进行反思

和评价。

动机与信念。波利亚在《怎样解题》中认为，“解题若是纯粹的看作是一种智能活动是错误的，决心

与情绪也起着很重要的作用。”［３］３４－４０学生具有良好的数学学习态度，可以促进数学问题的解决。匈菲

尔德指出，“学生和数学家在数学问题解决中最大的差别就是信念。”教师将显性或隐性的数学史知识

融入到问题解决当中，可以增强学生成功解决问题的信念。
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